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　　[摘　要 ]　研究了一类带有非线性扰动的线性不确定时滞系统的鲁棒镇定问题。在闭环系统的稳定性结果基

础上, 给出了时滞系统的鲁棒控制策略, 推导出控制律存在的一个充分条件, 该条件被进一步等价地转化为一个线

性矩阵不等式的可解性问题。根据L yapunov 稳定性原理所设计的控制器确保了闭环系统渐近稳定。最后, 通过数

值例子说明了此方法的正确性与有效性。
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　　时滞和不确定现象普遍存在于实际应用的控制

系统中, 并且常常是导致系统不稳定的重要原因, 此

问题已得到国内外学者的广泛关注, 并取得了许多

研究成果[125 ]。同时, 在时滞系统中经常存在的非线

性扰动现象, 大大影响了系统的品质[3, 627 ]。时滞系统

的稳定性和鲁棒镇定的判据有时滞无关和时滞相关

两种, 由于时滞无关条件缺乏有关时滞的详细信息,

其结果必然会带来保守性, 且在系统滞后较小的情

况下显得更为明显, 因此研究时滞相关的稳定性和

鲁棒镇定, 就显得至关重要。然而, 在当前相关文献

中, 基于线性矩阵不等式 (LM I) , 针对带有非线性扰

动和范数有界不确定参数的时滞系统时滞相关稳定

性和鲁棒镇定的研究尚不多见。

本研究针对一类同时具有非线性扰动和范数有

界不确定参数的定常时滞系统, 在文献 [ 3 ]的基础

上, 研究了鲁棒镇定问题, 与以往的结果相比, 本研

究所设计的控制器具有更好的控制精度。

1　系统描述与准备知识

考虑下面的不确定定常时滞系统:

Xα( t) = (A 0 + ∃A 0 ( t) ) x ( t) +

(A 1 + ∃A 1 ( t) ) x ( t - Σ) +

(B + ∃B ) u ( t) + f ( t, x ( t) , x ( t - Σ) ) (1)

式中, x ( t) ∈R
n , 为状态向量; A 0, A 1, B ∈R

n×n , 为常

矩阵; Σ∈R + , 为未知有界常时滞; ∃A k ( t ) =

D kF k ( t) E k (k = 0, 1) , 其中D k , F k ( t) , E k (k = 0, 1) 为

适当维数的实矩阵; ∃B ( t) = D 0F 0 ( t) E b, 为不确定

项; F k ( t) F
T
k ( t) ≤I (k = 0, 1) , 其中 I 为单位矩阵, f

( t, x ( t) , x ( t- Σ) )为有界非线性扰动。

‖f ( t, x ( t) , x ( t - Σ) )‖≤

Β0‖x ( t)‖ + Β1‖x ( t - Σ)‖ (2)

式中, Β0≥0, Β1≥0, 均为常数, 对任意向量 x∈R
n ,

‖x‖= xT x。

引理 1　对于任意 x , y∈R
n 和任意正定矩阵

P∈R
n×n , 有

2xT y ≤ xT P - 1x + yT P y

　　引理 2　假设A ,D , E , F 是适当维数的实矩阵,

且满足 F
T ( t) F ( t) < I , 有

a) 对于任意 Ε> 0, D F E + E
T
F

T
D

T ≤Ε- 1
DD

T +

ΕE
T
E

b) 对于任意正定矩阵 P 及参数 Ε> 0, 如果 ΕI -

EPE T > 0, 则有

(A + D F E ) P (A + D F E ) T ≤A PA T +

A P E T (ΕI - E P E T ) - 1E PA T + ΕDD T

　　c) 对于任意正定矩阵 P 及参数 Ε> 0, 如果 P -

ΕDD
T > 0, 则有

(A + D F E ) T P - 1 (A + D F E ) ≤

A T (P - ΕDD T ) - 1A + Ε- 1E T E

　　针对线性不确定时滞系统 (1) 和 (2) , 为了分析

其鲁棒镇定, 需要对该系统做出稳定性分析, 文献

[ 3 ]已经给出稳定性分析结果。这里首先引用稳定性
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分析的结果及其证明方法, 然后进行鲁棒镇定的研

究。

2　时滞相关稳定性分析

考虑系统 (1) 的自治系统 (即 u ( t) = 0) 有如下

结果:

定理 1[3 ]: 对于正数 ΣM > 0, 如果存在标量 Εk >

0, ∆k > 0 (k = 0, 1) 及对称正定矩阵 P ∈R
n×n , U ∈

R
n×n和G k∈R

n×n (k = 0, 1, 2) , 使得下式成立:

M H 1 H 2 H 3 P PD 0 PD 1

H T
1 - Q 1 0 0 0 0 0

H T
2 0 - Q 2 0 0 0 0

H T
3 0 0 - Q 3 0 0 0

P 0 0 0 - ∆I 0 0

D T
0 P 0 0 0 0 - Ε0 I 0

D T
1 P 0 0 0 0 0 - Ε1 I

< 0,

(3)

式中,M = P (A 0+ A 1) + (A 0+ A 1) T
P + ∑

k= 1

k= 0
(ΕkE

T
k E k +

ΣM ΑkE
T
k E k + ΣMA

T
k G kA k ) + 2 (Β2

0 + Β2
1 ) (ΣM ∆0 + ∆1 ) I;

H 1= [ PA 1 PA 1 PA 1 ]; H 2 = [ A
T
0 G 0D 0 A

T
1 G 1D 1 ];

H 3= [PD 1 PD 1 PD 1 ]; Q 1 = diag [Σ- 1
M G 0 - Σ- 1

M Χ0E T
1 E 1,

Σ- 1
M G 1- Σ- 1

M Χ1E
T
1 E 1, Σ- 1

M ∆0 I - Σ- 1
M Χ2E

T
1 E 1 ]; Q 2 =

diag [Σ- 1
M Α0 I - Σ- 1

M D
T
0 G 0D 0, Σ- 1

M Α1 I - Σ- 1
M D

T
1 G 1D 1 ]; Q 3=

diag [Σ- 1
m Χ0 I , Σ- 1

M Χ1 I , Σ- 1
M Χ2 I ]。

则对于任意的 Σ∈[ 0, ΣM ], 系统 (1)鲁棒稳定。

证明: 记 f ( t) = f ( t, x ( t) , x ( t - Σ) ) , Aθ0 =

Aθ0 ( t) = A 0+ ∃A 0 ( t) , Aθ1 = Aθ1 ( t) = A 1 + ∃A 1 ( t) , 将系

统 (1)写成如下形式:

xα( t) = (Aθ0 + Aθ1) x ( t) - Aθ1∫
0

- Σ

xα( t + s) ds + f ( t) =

(Aθ0 + Aθ1) x ( t) - Aϖ1∫
0

- Σ

Aθ0 ( t + s) x ( t + s) +

Aθ1 ( t + s) x ( t + s - Σ) + f ( t + s) ds + f ( t)

(4)

取L yapunov 泛函,

V (x ( t) , t) = xT ( t) Px ( t) +

∫
0

- Σ∫
t

t+ sxT (Η)AθT
0 (Η)G 0Aθ0 (Η) x (Η) dΗds+

∫
0

- Σ
∫

t

t+ s
∆0f

T (Η) f (Η) dΗds+

∫
0

- Σ∫
t

t- Σ+ sX
T (Η) AθT

1 (Η+ Σ) G 1Aθ 1 (Η+ Σ) x (Η) dΗds +

∫
0

t- Σ
2Β2

1 (Σ∆0+ ∆1) x
T (s) x (s) ds。

沿系统 (1) 的轨迹对V (x ( t) , t) 求导数, 并由式 (2)、

引理 1 及引理 2 得:

V
õ

(x ( t) , t) ≤ xT ( t)W (Σ) x ( t) ,

其中:

W (Σ) = P (A 0 + A 1) + (A 0 + A 1) T P + ∑
1

k= 0

(Ε- 1
k PD kD T

k P + ΕkE T
k E k ) + ∑

1

k= 0
ΣPA 1 (G k - ΧkE T

1 E 1) - 1A T
1 P +

ΣΧ- 1
k PD 1D

T
1 P + ∑

1

k= 0
ΣA T

k G kA k + ΣA T
k G kD k (Αk I - D T

k G kD k ) - 1D T
k G kA k + ΣΑkE

T
k E k +

ΣΧ- 1
2 PD 1D T

1 P + ΣPA 1 (∆0 I - Χ2E T
1 E 1) - 1A T

1 P + ∆- 1
1 P P + 2 (Β2

0 + Β2
1) (Σ∆0 + ∆1) I (5)

式 (5) 中, 标量 Χk > 0 (k = 0, 1, 2) , Αk > 0 (k = 0, 1) ,

∆0> 0及对称正定矩阵G k (k= 0, 1)满足:

G k - ΧkE T
1 E 1 > 0, Αk I - D T

k G kD k > 0 (k = 0, 1) ,

∆0 I - Χ2E T
1 E 1 > 0 (6)

　　应用 Schu r 补原理, 知式 (3) 意味着式 (6) 及

W (ΣM ) < 0, 由式 (5) 易知对于任意的 Σ∈ [ 0, ΣM ], 有

W (Σ) < W (ΣM ) , 故V
·

(x ( t) , t) < 0。证毕。

针对线性不确定时滞系统 (1) , 本研究以LM I

的形式给出一个时滞依赖鲁棒可镇定的充分条件及

相应的控制器设计方法。

3　状态反馈镇定

根据式 (5) , 对W (Σ) < 0 左右分别乘以矩阵

P
- 1, 为了简便起见, 令 P

- 1= X 得:

XW (Σ)X = (A 0 + A 1)X + X (A 0 + A 1) T + ∑
1

k= 0

(Ε- 1
k D kD T

k + ΕkX E T
k E kX ) +

∑
1

k= 0
ΣA 1 (G k - ΧkE T

1 E 1) - 1A T
1 + ΣΧ- 1

k D 1D T
1 + ∑

1

k= 0
ΣXA T

k G kA kX + ΣXA T
k G kD k (Αk I - D T

k G kD k ) - 1D T
k G kA kX +

ΣΑkX E T
k E kX + ΣΧ- 1

2 D 1D
T
1 + ΣA 1 (∆0 I - Χ2E T

1 E 1) - 1A T
1 + ∆- 1

1 I + 2 (Β2
0 + Β2

1) (Σ∆0 + ∆1)XX < 0 (7)

利用 Schu r 补引理有:
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M H 1 H 2 H 3 H 4 H 5 H 6

H T
1 - Q 1 0 0 0 0 0

H T
2 0 - Q 2 0 0 0 0

H T
3 0 0 - Q 3 0 0 0

H T
4 0 0 0 - Q 4 0 0

H T
5 0 0 0 0 - Q 5 0

H T
6 0 0 0 0 0 - Q 6

< 0

(8)

式中, M = (A 0 + A 1 ) X + X (A 0 + A 1 ) T + ∆- 1
1 I +

∑
1

k= 0
Ε- 1

k D kD
T
k ; H 1 = [ X E

T
0 X E

T
1 X E

T
0 X E

T
1 ]; H 2 =

[A 1 A 1 A 1 ]; H 3 = [XA
T
0 G 0D 0 XA

T
1 G 1D 1 ]; H 4 = [D 1 D 1

D 1 ]; H 5= [XA
T
0 XA

T
1 ]; H 6 = [X X ]; Q 1 = diag [ Ε- 1

0 I ,

Ε- 1
1 I , Σ- 1

M Α- 1
0 I , Σ- 1

M Α- 1
1 I ]; Q 2 = diag [ Σ- 1

M G 0 -

Σ- 1
M Χ0E T

1 E 1, Σ- 1
M G 1 - Σ- 1

M Χ1E T
1 E 1, Σ- 1

M ∆0 I - Σ- 1
M Χ2E T

1 E 1 ];

Q 3= diag [Σ- 1
M Α0 I - Σ- 1

M D
T
0 G 0D 0, Σ- 1

M Α1 I - Σ- 1
M D

T
1 G 1D 1 ];

Q 4= diag [ Σ- 1
M Χ0 I , Σ- 1

M Χ1 I , Σ- 1
M Χ2 I ]; Q 5 = diag [ Σ- 1

M G
- 1
0 ,

Σ- 1
M G

- 1
1 ]; Q 6= diag [ (2 (Β2

0+ Β2
1) ΣM ∆0) - 1

I , (2 (Β2
0+ Β2

1)

ΣM ∆1) - 1
I ]。

定理 2: 对于正数 ΣM > 0, 如果存在标量 Εk > 0,

∆k > 0 (k = 0, 1) 及对称正定矩阵 X ∈R
n×n , Y∈R

n×n

及G k∈R
n×n (k = 0, 1, 2) , 使得下式成立:

M Hδ
1 Hδ

2 Hδ
3 Hδ

4 Hδ
5 Hδ

6

HδT
1 - Qδ

1 0 0 0 0 0

HδT
2 0 - Qδ

2 0 0 0 0

HδT
3 0 0 - Qδ

3 0 0 0

HδT
4 0 0 0 - Qδ

4 0 0

HδT
5 0 0 0 0 - Qδ

5 0

HδT
6 0 0 0 0 0 - Qδ

6

< 0,

(9)

式中,M c= (A 0+ A 1)X + X (A 0+ A 1) T + B Y+ Y
T
B

T +

∆- 1
1 I + ∑

1

k= 0
Ε- 1

k D kD
T
k ; Hδ

1 = [X E
T
0 + Y

T
E

T
b 　X E

T
1 　X E

T
0

+ Y
T
E

T
b X E

T
1 ]; Hδ

2= [A 1 A 1 A 1 ]; Hδ
3= [ (XA

T
0 + Y

T
B

T )

G 0D 0 　XA T
1 G 1D 1 ]; Hδ

4 = [D 1 D 1 D 1 ]; Hδ
5 = [XA T

0 +

YTB T XA T
1 ]; Hδ

6= [X X ]。式中的Qδ
1,Qδ

2,Qδ
3,Qδ

4,Qδ
5,Qδ

6

等同于定理 1 中的Q 1, Q 2, Q 3, Q 4, Q 5, Q 6, 则系统 (1)

鲁棒可镇定。另外, 鲁棒镇定控制律为 u ( t) = YX
- 1

x

( t)。

证明: 引入控制律 u ( t) = Kx ( t) 的闭环系统, 式

(1)可变为:

xα( t) = (A c + D 0F 0 ( t) E c) x ( t) +

(A 1 + D 1F 1 ( t) E 1) x ( t - Σ) + f ( t, x ( t) , x ( t - Σ) )

(10)

式中,A c= A 0+ B K, E c= E 0+ E bK。对于闭环系统, 式

(10)运用定理 1, 并令 Y= KX 得定理 2。

4　数值例子

例: 考虑系统 (1) , 其中:

A 0=
- 2　0

0　- 1
,A 1=

- 1　0

- 1　- 1
,

D 0=
0. 3　0

0　0. 2
,D 1=

0. 2　0

0　0. 3
,

B =
0

1
, F 0= F 1=

cost　0

0　s in t
,

E 0= E 1=
1　0

0　1
, Β0= 0. 3, Β1= 0. 3

应用M A TLAB 的LM I 工具箱, 根据定理 2, 得

到:

P =
45. 333 9　- 2. 659 5

- 2. 659 5　24. 807 1
, G0=

50. 765 6　9. 160 5

9. 160 5　25. 231 2
,

G1=
64. 840 1　12. 308 4

12. 308 4　22. 702 5
, K= [ - 12. 563 4　- 18. 243 1 ]

则控制器为 u ( t) = [ - 12. 563 4　- 18. 243 1 ]x ( t)。

此时, 系统的状态响应曲线如图 1 所示。

图 1　系统状态响应曲线

F ig. 1　T rajecto ry curve of system state

　　由图 1 可见, 在控制作用下, 闭环系统的状态 x 1, x 2 分别渐近稳定, 从而整个闭环系统渐近稳定。
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5　结　论

作者研究了一类带非线性干扰的线性不确定定

常时滞系统, 时滞依赖型鲁棒控制器的设计问题。在

鲁棒稳定性分析的基础上, 基于L yapunov 原理, 对

该系统的鲁棒镇定控制器的设计问题进行了探讨,

得到了与时滞相关的使其系统鲁棒稳定的线性状态

反馈控制器。关于带非线性干扰的线性不确定时变

时滞系统的稳定性问题, 有待于进一步研究。
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Robu st stab iliza t ion fo r linear uncerta in t im e2delay system s

w ith non linear pertu rba t ion
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Abstract: T he p rob lem of robu st stab iliza t ion fo r linear uncerta in t im e2delay system s w ith non linear

pertu rbat ion is review ed. Based on L yapunov stab ility theo ry, the delay dependen t stab iliza t ion criteria fo r

the system is developed. Robu st con tro ller is g iven by analyzing the stab ility of clo sed2loop system. T he

suff icien t condit ion fo r the ex istence of con tro ller is deduced. T hen, the condit ion is fu rther equ ivalen t to

the so lvab ility of certa in linear m atrix inequality (LM I). Robu st con tro ller is g iven to guaran tee stab ility of

clo sed2loop system. F inally, an examp le is emp loyed to illu st ra te the valid ity and effect iveness of the p ro2
po sed m ethod.

Key words: t im e2delay system ; sta te feedback; robu st stab iliza t ion; delay dependen t
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