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考虑弹塑性耦合的单轴压缩岩样梯度塑性分析
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　　[摘　要 ]　在梯度塑性模型的基础上, 假定弹性模量是塑性应变的函数, 考虑应变局部化带带内和带外弹性

模量的不同变化, 对单轴压缩岩样作了考虑弹塑性耦合的梯度塑性分析。该模型同时反映了岩样的弹塑性耦合现

象和应变局部化现象。由算例及其分析可知, 应变局部化带的宽度与弹塑性耦合无关; 弹塑性耦合是峰后曲线下凹

部分产生的原因之一; 弹塑性耦合对Ê 类变形行为的发生有某些抑制作用; 仅考虑应变局部化带内的弹性模量与

塑性应变耦合时, 峰后变形曲线的下凹弯曲更为显著。
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　　在岩样的单轴压缩破坏过程中, 有两个值得关

注的现象: (1) 在超过屈服点后, 岩石的表观弹性模

量随试件峰值后区的变形和渐进破坏而减小, 这通

常被称为弹塑性耦合现象[1, 2 ]; (2) 在试件峰值后

区, 原来的均匀变形模式被局限在狭窄带状区域内

的急剧不连续的位移梯度所代替, 这种现象被称为

应变局部化现象。为了合理地解释上述两种现象, 采

用弹塑性耦合的岩土塑性理论[1, 3 ] 和梯度塑性理

论[4～ 6 ], 分别对弹塑性耦合现象和应变局部化现象

作了较为合理的分析。岩土塑性理论通常认为, 弹性

系数将随塑性变形的发展而减小, 反映了表观弹性

模量随变形发展而变化的过程; 梯度塑性理论在屈

服函数中引入了应变的梯度项, 描述了介质的应变

局部化特征和软化现象, 反映了介质的尺寸效应, 避

免了数值计算时出现的网格敏感性。但本研究认为,

上述两种理论之间似乎仍然存在着以下疑问: (1)既

然存在应变局部化带, 那么, 带内和带外的弹性模量

就显然不应是同步变化的, 而通常的岩土塑性理论

处理方法中, 不分带内和带外, 弹性系数都随塑性变

形的发展而减小, 这显然有悖于常理。 (2)既然弹性

系数将随塑性变形的发展而减小, 弹性系数的这种

变化就必然会对峰值后区的变形曲线产生影响[5, 7 ] ,

那么, 这种影响是什么。 (3)应变局部化带的宽度同

弹塑性耦合是否有关。

本研究在梯度塑性模型的基础上 (即在屈服函

数中引入了应变的梯度项, 以反映岩土介质应变局

部化特征和软化现象) , 假定应变局部化带内的弹性

模量是塑性应变的函数, 局部化带外弹性模量可以

忽略, 以此来探讨上述的几个相关问题。

1　基本假设

本研究将不可恢复应变概化为塑性应变。为了

反映弹性系数随塑性变形的发展而减小这种特性,

设应变局部化带内的弹性模量是塑性应变的函数,

即:

E = E 0f (Εp ) (1)

式中, E 为弹性模量; E 0 为材料的初始弹性模量; Εp

为塑性应变。发生塑性变形前, Εp = 0 时, 此时材料的

弹性模量为初始弹性模量, f (Εp ) = 1; 随着 Εp 的增

大, 材料的弹性模量趋近于某个固定值, f (Εp ) 也趋

近于某个固定值。因此, f (Εp ) 应该是一个下凹的非

线性函数。借鉴张承柱等[3 ]提出的弹塑性耦合本构

模型, 假设:

E = E 0exp (ΒΕp ) (2)

式中, Β为弹塑性耦合系数, 为负数, 用以反映材料

损伤的积累。

2　单轴压缩条件下的岩样变形分析

如图 1 所示, 高度为L 的岩石试件, 宏观上是

均质的, 受到均匀的轴向应力 Ρ作用。在进行塑性变
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形分析时, 可将其简化为一维问题, 取图 1 所示坐标

系, 坐标原点处于试件中心。假设介质为弹塑性硬化

2软化模型。在弹性阶段, 岩石的本构关系为初始弹

性模量 E 0 控制的应力应变关系, 其关系式如下式所

示:

Ρ = E 0Ε (3)

式中, Ε为轴向应变。

图 1　单轴压缩岩样

F ig. 1　Rock specim en in ax ial comp ression

当材料达到最大抗压强度 Ρc 后, 介质进入塑性

软化阶段, 软化模量为负常数 h; 同时, 由于塑性变

形的发展, 塑性区的弹性模量也将以式 (2)的形式发

生改变。

在一维情况下, 塑性软化阶段的本构方程可以

用梯度塑性理论归结为一个微分方程[4, 5 ] , 即

Ρλ = Ρt + hΕp - c
d2Εp

dx 2 (4)

式中, Ρλ 为当前屈服应力; Ρt 为初始屈服应力; h =

dΡ
dΕp , 为软化模量; c 为常数, - c

d2Εp

dx 2 可以理解为应变

梯度修正项。由于应变梯度修正项的引入, 式 (4)成

为一个关于塑性应变 Εp 的二阶微分方程。

式 (4)的通解为:

Εp = A co s (x öl) + h - 1 (Ρλ - Ρt) (5)

式中,A 为积分常数; l 为材料内部特征长度, 且

l = -
c
h

(6)

　　此时, l 具有长度的量纲。因此, 本连续介质模

型提供了一个材料内部特征长度参数。

将式 (5) 对时间微分, 可得塑性应变率 Εαp 的计

算公式:

Εαp = Aαco s (x öl) + h - 1Ρα (7)

式中, Aα为式 (5) 中积分常数A 的时间微分; Ρα为应

力变化率。

假设塑性区的宽度为w , 在弹塑性边界上, 边界

条件为:

Εαp = 0 (8)

在 x = w ö2 处, 应用式 (8)的边界条件, 可得:

Aα= - h - 1Ραöco s (w ö(2l) )

即 Εαp =
Ρα

h
1 -

co s (x öl)
co s (w ö(2l) )

(9)

　　试样总应变率 Εα由塑性应变率与弹性应变率组

成, 再考虑塑性区发生的弹塑性耦合, 将式 (2) 代入

式 (9) , 则试样总应变率 Εα的计算公式为:

Εα=
Ρα

h
1 -

co s (x öl)
co s (w ö(2l) ) +

Ρα

E 0exp (ΒΕp )
(10)

以上式积分后, 得到弹塑性边界的速度为:

uα(w ö2) =
Ραw

2E 0exp (ΒΕp ) +

Ρα

h∫
w ö2

0
1 -

co s (x öl)
co s (w ö(2l) ) dx (11)

　　式 (11) 加上杆弹性部分 (从 x = w ö2 到 x =

L ö2) 的速度, 可得到杆右端的速度 uα(L ö2) , 弹性区

的弹性应变率受虎克定律 Εα= ΡαöE 0 控制, 即

uα(L ö2)
Ρα =

w
2E 0exp (ΒΕp ) +

L - w
2E 0

+
1
h

[w ö2 - l tan (w ö(2l) ) ] (12)

　　显然, 式 (12)是一个关于长度的周期解。岩石试

件实际能存在的局部化软化塑性区宽度, 应在位移

速率绝对值取最大值时得到, 由此可知:

d (uα(L ö2) öΡα)
d (w ö2) = 0 (13)

　　对式 (13)求解, 可得到局部化塑性区宽度。可以

发现, 在本研究假设条件下, 由于塑性应变 Εp 仅受 h

=
dΡ
dΕp控制, 即式 (12) 等号右边第 1 项的耦合项与应

变局部化区域宽度w 无关。对式 (12)强加式 (13)的

要求, 可得到:

co s2 (w ö(2l) ) = 1 (14)

式 (14)最小的有意义解是圆周率 Π, 于是有:

w = 2Π -
c
h

(15)

　　故此就建立了局部化区域宽度w 和模型参数 h

与 c 之间的关系[4 ]。将式 (15)代入式 (12) , 可得到杆

右端速度 uα(L ö2)与应力率 Ρα之间的关系表达式, 即

uα(L ö2)
Ρα =

w
2E 0exp (ΒΕp ) +

L - w
2E 0

+
w
2h

(16)

杆两端的速度差 ∃uα= uα(L ö2) - uα(- L ö2) , 与应力
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率 Ρα之间的关系式为:

∃uα

Ρα =
w

E 0exp (ΒΕp ) +

L - w
E 0

+
w
h

(17)

将Εδ
·

=
∃uα

L
, Ρδ
·

= Ρα分别记为岩样的表观应变率和表观

应力率。同时将式 (11)带入, 则式 (17)可改写为:

dΕδ=
1

E 0
1 +

w
L

( 1
exp (ΒΕp ) - 1) +

w
hL

dΡδ

(18)

3　算例及其结果分析

假设岩样的初始弹模 E 0= 20 GPa, 内部长度参

数 l= 5 mm , 软化模量 h = - 4 GPa, 弹塑性耦合系

数Β= - 800, 试样高度L = 100 mm , 由 (15) 式得到

的局部化软化区宽度w = 31. 4 mm。峰值抗压强度

Ρc= 20 M Pa。

根据 (18)式编制程序, 得到应力应变曲线, 如图

2 所示。由于考虑了局部化带内的弹性模量随塑性

变形的发展而减小, 模型反映了试验所观察到的弹

塑性耦合现象。由图 2 可知, 考虑弹塑性耦合后, 岩

石试件峰后曲线趋于平缓。可以认为, 弹塑性耦合是

岩石试件峰后曲线下凹部分产生的原因之一。

另外, 如同文献 [ 5 ]所言, 由于应变梯度修正项

的引入, 可以在模型中反映尺寸效应, 甚至出现Ê 类

变形行为。本研究复现了这一现象 (图 3)。

图 2　单轴压缩岩样在弹塑性耦合和

弹塑性不耦合时的变形曲线

F ig. 2　D isp lacem ent curve of rock specim en in

ax ial comp ression: elast ic2p last ic coup ling

and elast ic2p last ic non2coup ling

图 3　单轴压缩岩样的尺寸效应

F ig. 3　Size effect of rock specim en

in ax ial comp ression

　

　

　　由图 3 可见, 随着试样高度的增高 (L 1 < L 2 <

L 3) , 峰后曲线也将变得更加陡峭, 材料表现得更脆。

当uα(L ö2)
Ρα > 0 时, 对式 (16)作变换, 本研究得到Ê 类

变形行为发生的条件为:

L > w 1 +
E 0

- h
-

1
exp (ΒΕp )

(19)

由此可见, Ê 类变形行为的发生与弹塑性耦合有关,

且弹塑性耦合对Ê 类变形行为的发生起某些抑制作

用。其次, 是否考虑模型中应变局部化带内弹性模量

和带外弹性模量的不同变化, 所得岩石试件的峰后

变形曲线也是不同的 (图 4)。从逻辑上讲, 考虑应变

局部化带内和带外弹性模量的不同变化似乎更合

理。
图 4　单轴压缩岩样的局部化效应

F ig. 4　L ocalizat ion of rock specim en

in ax ial comp ression
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4　结　论

(1)应变局部化带的宽度同弹塑性耦合无关;

(2)由于考虑了应变局部化带内的弹性模量, 该

弹性模量随塑性变形的发展而减小。故模型反映了

试验所观察到的弹塑性耦合现象。

(3) 弹塑性耦合是峰后曲线下凹部分产生的原

因之一。

(4)由于应变梯度项的引入, 可以在模型中反映

尺寸效应。本研究得到的Ê 类变形行为发生的条件

为:

L > w 1 +
E 0

- h
-

1
exp (ΒΕp )

　　可以看出, 弹塑性耦合对Ê 类变形行为的发生

有某些抑制作用。

(5)本研究发现, 仅考虑带内弹性模量与塑性应

变耦合, 即只考虑应变局部化的影响时, 峰后变形曲

线的下凹弯曲将更为显著。

(6) 本研究仅从塑性力学的角度对单轴压缩岩

样进行了分析, 在以后进一步的研究中, 还有待从损

伤和断裂的角度进行深入探索。
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T he grad ien t2dependen t p last ic ana lysis of rock specim en in

un iax ia l com p ression con sidering elast ic2p last ic coup ling
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Abstract:M any researchers pay great a t ten t ion to st ra in localiza t ion theo ry, few of them con sidered the

coup ling behavio r of the elast ic and p last ic defo rm at ion of rock w ith in the localiza t ion band. Based on the

gradien t2dependen t p last icity theo ry, the coup ling behavio r of the elast ic and p last ic defo rm at ion of rock is

con sidered and a rela t ively elast ic2p last ic coup ling model is p ropo sed fo r a simp le rock specim en in th is pa2
per. T he analysis indica tes that the w idth of shear band is independen t of elast ic2p last ic coup ling, and the

examp le show s that the elast ic2p last ic coup ling is one of the reason s resu lt ing in the cu rve in po st2peak

area, and elast ic2p last ic coup ling rest ra in s class Ê behavio r of rock som e so rt.

Key words: g rad ien t2dependen t p last icity; elast ic2p last ic coup ling; rock specim en; cu rve in po st2peak

area; st ra in localiza t ion
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