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复等位基因平衡群体中亲属关系
的信息学研究

Ξ

杜俊莉,郭满才,张宏礼,王丽波,刘　璐,袁志发
(西北农林科技大学 生命科学学院,陕西 杨凌 712100)

　　[摘　要 ]　用推广的 ITO 方法推出复等位基因平衡群体中母子间及全同胞对子间基因型联合概率分布列的

矩阵表达; 给出了母子间及全同胞对子间的联合信息熵、互信息,并定义了各自的信息关联系数; 与统计学研究相

比表明,信息学的方法可使复等位基因平衡群体中亲属关系的研究成为可能。
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　　群体遗传研究的核心是孟德尔群体 (M endelian

popu la t ion )世代传递中,基因频率与基因型频率变

化的规律。群体遗传学的传统研究方法是建立统计

学模型。然而,由于基因在世代间的传递本身就是一

个信息传递过程,故也可用信息论的方法对其进行

研究。国内外学者[1～ 6 ]在这方面已做了一些研究。本

研究用信息论模型讨论复等位基因平衡群体中亲属

关系的关联性,以此说明运用信息学方法可对群体

遗传学的有些问题进行更深入地研究,以进一步丰

富群体遗传学的研究内容。

1　复等位基因平衡群体的遗传结构及
其 Shannon 信息熵和杂合度的定
义[ 1～ 2 ]

一个基因内不同座位的改变可以形成许多等位

基因,这些基因总称为复等位基因。复等位基因是一

个群体概念。据配子随机结合的法则,可得出复等位

基因平衡群体的遗传结构为:

(A 1 ,A 2 ,⋯⋯,A k ) = (p 1 , p 2 ,⋯⋯, p k ) , (1)

(A 1A 1 ,A 2A 2 ,⋯,A kA k ,A 1A 2 ,⋯,A k- 1A k ) =

(p 2
1 , p 2

2 ,⋯, p 2
k , p 1p 2 ,⋯, p k- 1p k ) , (2)

其中, kΕ 3, 基因库中各基因频率之和∑
k

i= 1
p i = 1; 基

因型中, 纯合体A iA i 有 k 个, 不分正反交的杂合体

A iA j ( i< j )共C
2
k =

k (k - 1)
2
个,各基因型的频率之和

为1。

基因库 (1)和平衡群体 (2)的Shannon 信息熵分

别为:

S (A ) = - ∑
k

i= 1
p i lnp i,

S (A 2) = - ∑
k

i= 1
p 2

i lnp 2
i - 2∑

i< j

p ip j lnp ip j。

　　该复等位基因平衡群体的杂合度

H = 2∑
i< j

p ip j。

2　母子及全同胞对子间联合概率分布
列的矩阵表达

　　在基因库为 (A 1, A 2,⋯⋯, A k )的复等位基因平

衡群体中,母子间及全同胞对子间的联合概率分布

列特别烦琐,要将其一一写出,非常费事。然而,运用

推广的 ITO 矩阵的方法,可将其大大简化。

这个方法的基础是利用条件概率矩阵。最基本

的 3个矩阵是 I k , Tk , O k ,它们均为
k (k+ 1)

2
方阵。其

中, I k 矩阵提供的是2个基因都同源的条件概率。因

此,它们必然属于同一基因型。故可用如下方阵来表

示

Ξ [收稿日期 ]　2004203215
[作者简介 ]　杜俊莉 (1977- ) ,女,山西祁县人,在读硕士,主要从事农业应用数学研究。
[通讯作者 ]　袁志发 (1938- ) ,男,陕西渭南人,教授,博士生导师,主要从事农业应用数学研究。



I k =

1 0 0 ⋯ 0 0

0 1 0 ⋯ 0 0

� � � � � �
0 0 0 ⋯ 1 0

0 0 0 ⋯ 0 1

。

　　O k 矩阵是2个亲属没有基因同源时的条件概率

组成的。在这种情形下,无论已知亲属的基因型是什

么, 另一亲属为A 1A 1, A 1A 2, ⋯, A 1A k , A 2A 2, A 2A 3,

⋯, A k- 1A k , A kA k 的概率都仅只是 p
2
1, 2p 1p 2, ⋯,

2p 1p k , p
2
2, 2p 2p 3,⋯, 2p k- 1p k , p

2
k。故可用这样的分块

矩阵表示:

Tk = [N 1,N 2,⋯,N k ],

其中第m (m = 1, 2,⋯, k; kΕ 2)个分块矩阵的元素可

表示为

a i1= p
2
m , a i ( j - m + 1) = 2pm p j , 1Φ iΦ k (k+ 1)

2
,m < j Φ k。

亦即:

O k =

p 2
1 2p 1p 2 ⋯ 2p 1p k p 2

2 2p 2p 3 ⋯ 2p k- 1p k p 2
k

p 2
1 2p 1p 2 ⋯ 2p 1p k p 2

2 2p 2p 3 ⋯ 2p k- 1p k p 2
k

� � � � � � �
p 2

1 2p 1p 2 ⋯ 2p 1p k p 2
2 2p 2p 3 ⋯ 2p k- 1p k p 2

k

。

　　Tk 矩阵指的是 2 个亲属有一个基因同源的情

况。该矩阵元素可这样求得:若已知一亲属为纯合体

A iA i,则另一亲属只能为A iA j。此时,A iA j 和它同有

A i的概率是1,而A j (独立)存在于A i 状态下的概率

是 p j , 故A iA j 的概率是 p j; 若已知亲属为杂合体

A iA j ,则另一亲属只能是A iA m , A jA m (m≠i, j; i, j Φ
m Φ k )和A iA j (或A jA i)。在A iA m ,A jA m 情况下,它们

与A iA j 同有A i 或A j 的概率是1ö2,而另一独立基因

A m 存在于A i 或A j 状态下的概率是 pm , 故A iA m ,

A jA m 的概率是
1
2 pm ; 在A iA j (或A jA i)情形下,由于

已知亲属既可能提供A i,又可能提供A j ,故得其概率

为 1
2

(p i+ p j )。其他情形概率显然为零。于是, Tk 矩

阵是:

Tk =

p 1 p 2 p 3 ⋯ p k 0 ⋯ 0 0

p 1

2
p 1 + p 2

2
p 3

2
⋯

p k

2
p 2

2
⋯ 0 0

� � � � � � �

0 0 0 ⋯
p 1

2
0 ⋯

p k- 1 + p k

2
p k

2

0 0 0 ⋯ p 1 0 ⋯ p k- 1 p k

。

　　由于父母与子女总有一个基因同源,故可利用

Tk 矩阵求得母子间的联合概率分布列。

引理 1　Tk 矩阵的每行分别乘以p
2
1, 2p 1p 2,⋯,

2p 1p k , p
2
2, 2p 2p 3,⋯, 2p k- 1p k , p

2
k ,即得基因库为 (A 1,

A 2,⋯⋯, A k )的平衡群体中母子间的联合概率分布

列。

再考虑全同胞的条件概率。已知一个同胞的基

因时,另一个同胞有 2个基因、1个基因或没有基因

与它同源的概率分别为1ö4, 1ö2, 1ö4。因此,另一同

胞的条件概率为以下矩阵的元素:

S =
1
4

I k +
1
2

Tk +
1
4

O k。 (6)

于是,有如下引理:

引理 2　在S 矩阵的各行分别乘以 p
2
1, 2p 1p 2,

⋯, 2p 1p k , p
2
2, 2p 2p 3, ⋯, 2p k- 1 p k , p

2
k , 即得全同胞对

子间的联合概率分布列。

3　母子间及全同胞对子间的信息关联
分析

3. 1　母子信息关联分析

由前述引理1求得母子间的联合概率分布列后

容易看出,母、子同分布,故可求得母、子的信息熵:

S (P ) = S (O ) = 2S (A )。

还可求得母子间的联合分布信息熵。

定理 1　S (PO ) = 3S (A ) + 〔2∑
i< j

p ip j〕ln2=

3S (A ) + H ln2。

式中, S (A )为基因库信息熵, H 为杂合度。

证明　由联合概率分布列及Shannon 信息熵定

义得:
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S (PO ) = - ∑
k

i= 1
∑

k

j= 1
p 2

i p j lnp 2
i p j -

∑
k- 1

i= 1
∑

k

j = i+ 1
∑

k

m = 1

1
2

p ip jp m lnp ip jpm × 4。

然后利用对数性质展开并整理,可得

S (PO ) = - 3∑
k

i= 1
p i〔∑

k

i= 1
p i〕2 lnp i - 2〔∑

i< j

p ip j〕ln2

= - 3 (∑
k

i= 1
p i lnp i) - H ln2

= 3S (A ) - H ln2。

证毕。

由互信息定义,得母子间互信息:

I (P ,O ) = S (P ) + S (O ) - S (PO ) = S (A ) - H ln2。

由复等位基因平衡群体熵的性质知,

0Φ I (P ,O ) Φ lnk -
k - 1

k
ln2。

当且仅当p i=
1
k

( i= 1, 2,⋯⋯, k )时, I (P ,O )取到最

大值。

定义 1　复等位基因平衡群体中母子间的信息

关联系数为

I op =
I (P ,O )

lnk -
k - 1

k
ln2

, 0 Φ I op Φ 1

它表达了群体内母子间的信息关联程度。

3. 2　全同胞对子间的信息关联分析

由前述引理2的联合概率分布列知两全同胞对

子X 和X ′同分布,且有S (X ) = S (X ′) = 2S (A )。

全同胞对子间的联合信息熵如下:

定 理 2 　 S ( X X ′) = - ∑
k

i= 1
[ p i ( 1 + p i )

ln (1+ p i) + (3p i- p
2
i ) lnp i ]+ ln4。

证明　由引理2得到的联合概率分布列及信息

熵定义得:

S (X X ′) = - ∑
k

i= 1

1
4

p 2
i (1 + p i) 2 ln

1
4

p 2
i (1 + p i) 2 - ∑

k

i, j= 1
i≠j

p 2
i (1 + p i) p j ln

1
4

p 2
i (1 + p i) p j -

　∑
k- 1

i= 1
∑

k

j = i+ 1
p 2

i p
2
j ln

1
4

p 2
i p

2
j -

1
2∑

k- 1

i= 1
∑

k

j= i+ 1
p ip j (1 + p i) (1 + p j ) ln

1
4

p ip j (1 + p i) (1 + p j ) -

　2∑
k

i= 1

(7
k

j= 1
i≠j

p j ) p 2
i ln

1
4 7

k

j= 1
i≠j

p j p 2
i - ∑

k

i= 1

(7
k

j= 1
i≠j

p j ) p i (1 + p i) ln
1
4

p i (1 + p i) 7
k

j= 1
i≠j

p j 。

再根据对数性质展开整理得:

S (X X ′) = -
1
2∑

k

i= 1
p i (1 + p i) ∑

k

i= 1
p i

2
+ 1 ln (1 + p i) - ∑

k

i= 1

(3p i - p 2
i ) lnp i +

1
4 ∑

k

i= 1
p i

2
+

1
2 ∑

k

i= 1
p i

2
+

1
4 ∑

k

i= 1
p i

2
ln4 =

- ∑
k

i= 1
[p i (1 + p i) ln (1 + p i) + (3p i - p 2

i ) lnp i ] + ln4。

证毕。

全同胞对子间的互信息为:

I (X , X ′) = S (X ) + S (X ′) - S (X X ′) = - 4∑
k

i= 1
p i lnp i +

∑
k

i= 1

[p i (1 + p i) ln (1 + p i) + (3p i - p 2
i ) lnp i ] - ln4 = ∑

k

i= 1

p i (1 + p i) ln
1 + p i

p i
- ln4。

　　由复等位基因平衡群体熵的性质知,当且仅当

p i =
1
k

( i = 1, 2, ⋯⋯, k ) 时, I (X , X ′) 取最大值

ln
k (1+ k ) (1+ k )

4
。

定义 2　复等位基因平衡群体中全同胞对子间

的信息关联系数为:

I s =
∑

k

i= 1

p i (1 + p i) ln
1 + p i

p i
- ln4

ln
k (1 + k ) (1+ k )

4

, 0 Φ I s Φ 1

　　它表达了群体中全同胞对子间的信息关联程

度,当p i=
1
k

( i= 1, 2,⋯⋯, k )时, I s= 1,关联程度最

大。
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4　比较分析

传统统计学在研究亲属关系时,只是对 1 对等

位基因群体采用赋值的方法进行了研究,而且得到

的相关系数均为常量1ö2;复等位基因群体由于无法

赋值,从而无法研究,但从上面的分析可看出,用信

息学的方法可求出其信息关联系数,并进一步研究

它们之间的信息关联程度。尤其在k= 2时,即在1对

等位基因平衡群体中得到的结果与基因频率有关,

这在进化上更客观。
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Info rm at ics study on the k in sh ip in a lle les equ ilib rium popu la t ion

D U Jun - l i, GUO M an -ca i, ZHANG Hong- l i,W ANG L i-bo,L IU L u,Y UAN Zh i-fa
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est A & F U niversity , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract:M atric exp ression betw een fem ale geno types and its descendan t geno types and betw een fu ll

an t ithet ica l coup let w ere discu ssed w ith ex tended ITO ; A nd the associa ted geno type en tropy and

in teren tropy and the info rm at ion coeff icien t of co rrela t ion among them w ere defined. T he resu lts show that

info rm at ics m ethod can m ake po ssib le the research on the k in sh ip in alleles equ ilib rium popu la t ion.

Key words: a lleles; equ ilib rium popu la t ion; k in sh ip; info rm at ion coeff icien t of co rrela t ion
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