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约束优化问题的遗传算法求解
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　　[摘　要 ]　应用遗传算法基本原理,采用锦标赛选择、算术交叉、均匀交叉、均匀变异和非均匀变异算子,设计

了一般非线性规划和整数规划问题的通用求解算法,应用M atlab 6. 0编制了相应的求解软件。实例测试结果表明,

该算法可以应用于一般的非线性规划和整数规划问题。
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　　目前, 应用遗传算法 (Genet ic A lgo rithm , GA )

处理有约束优化问题尚无统一的方法。常用的处理

约束方法有修复不可行解法、改变遗传算子法和惩

罚函数法[1～ 6 ]。修复不可行解法的主要缺点是不同

类的求解问题有不同的修复算法,修复算法依赖于

所求问题; 改变遗传算子法在求解复杂的非线性优

化问题及设计相应的遗传算子时是非常困难的; 惩

罚函数法针对不可行解的个体,在计算个体适应度

时,施加某种惩罚,降低该个体的适应度,使其被遗

传到下一代群体的机会减少,经过若干次迭代计算,

种群最后逐渐收敛于可行解。

因此,实际中应用GA 求解约束优化问题时,往

往是根据具体优化模型中约束条件的特征,选择适

合的遗传算子或设计相应的遗传算子,选用上述方

法进行优化问题的求解。本研究基于 Fernando

J iménez[7 ]的研究, 对一般非线性规划 (N on linear

P rogramm ing P rob lem , N PP)和整数规划 ( In tegra l

P rogramm ing P rob lem , IPP)约束优化问题的GA 求

解进行探讨,应用M atlab 6. 0编制了相应的求解软

件。以期为非线性规划和整数规划问题求解提供参

考。

1　N PP 和 IPP 问题求解的标准形式

N PP 和 IPP 问题求解的标准形式可以表示为:

目标函数 M inf (x 1,⋯, x j ,⋯, x n)

约束条件 g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n) ≤ 0, i = 1, 2,⋯,m

　 l j ≤ x j ≤ u j , j = 1, 2,⋯, n

(1)

式中, m , n 分别为约束数和决策变量数; x 1, ⋯, x j ,

⋯, x n 为决策变量,对于整数规划,取值为介于 [ l j ,

u j ]的整数值,其中[ l j , u j ]为变量的取值范围; g i (x 1,

⋯, x j ,⋯, x n )为不等式约束左边项,左边项可以是

线性,也可以是非线性。

采用以下方法将一般模型转换为标准形式。

(1)目标函数最大化

对于目标函数最大化问题,可用其负值的最小

化问题替代,求解后,将结果再反号,则为原目标函

数的最大化值。即M ax f (x 1, ⋯, x j , ⋯, x n ) =

- {M inf (x 1,⋯, x j ,⋯, x n) }。

(2)约束为“≥0”的形式

若约束为g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n)≥0的形式,两边

同乘以- 1, 则可转换为- g i (x 1, ⋯, x j , ⋯, x n )≤0

的形式。

(3)约束为“= 0”的形式

若约束为g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n) = 0的形式,可用

2 个约束
g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n)≤0

g i (x 1,⋯,⋯, x j ,⋯, x n)≥0
替代, 对于

g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n) ≥ 0, 可用方法 ( 2 ) 转换为

- g i (x 1, ⋯, x j , ⋯, x n )≤0, 因此, g i (x 1, ⋯, x j , ⋯,

x n) = 0最后被转换为
g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n)≤0

- g i (x 1,⋯, x j ,⋯, x n)≤0
。
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2　N PP 和 IPP 问题的GA 求解

N PP 和 IPP 问题的GA 算法步骤如下所述。

2. 1　N PP 问题的GA 算法

2. 1. 1　初始化群体　在满足式 (1)约束条件的解空

间,选择一个初始解 x
0= (x 1, x 2,⋯, x j ,⋯, x n )作为

初始群体个体 Start- popu la t ion ( i) , i = 1, 2, ⋯,

Pop size。初始群体为演化计算, 可提供初始的“良

种”。

2. 1. 2　评价群体适应度　将初始群体代入式 (1)目

标函数中,计算相应的适应度Start- popu la t ion ( i).

F itness, 按照可行性判别条件, 判别个体可行状态

Start- popu la t ion ( i). Feasib le, i= 1, 2, ⋯, Pop size。

以Feasib le= 1表示个体为可行解, Peasib le= 0表示

个体为不可行解。

2. 1. 3　置当前遗传代数　置Cu rren t- gen= 1。

2. 1. 4　选择最优个体　由于式 (1)为目标函数最小

化问题, 因此, 在群体大小为 Pop size 的初始群体

Start- popu la t ion ( i) , i= 1, 2,⋯, Pop size,选择适应

度Start- popu la t ion ( i). F itness最小,且满足Start-

popu la t ion ( i). Feasib le = 1 的个体作为最优个体

Best- ind ividual, 并把该个体的适应度和解的可行

状 态 赋 给 Best- ind ividual. F itness 和 Best-

ind ividual. Feasib le。

2. 1. 5　最优个体遗传到新一代群体　置当前个体

序号 s= 1,将最优个体Best- ind ividual赋给新一代

群体的第 1 个个体N ew - popu la t ion (1) , 其中 s=

s+ 1。

2. 1. 6　选　择　采用锦标赛选择 ( Tou rnam en t

Select ion) ,首先在 [ 1, Pop size ]内随机产生 tou rn 个

个体序号 {k 1, k 2, ⋯ k tourn }, 按照最优保存策略

(E lit ism Stra tegy)选取个体m ate1和m ate2。本文约

定最优保存策略的原则为: ① 2 个可行解个体, 其

评价适应度值小的个体优于评价适应度值大的个

体;② 不可行解个体在遗传过程中被淘汰。按照上

述选择,使群体在遗传过程中,始终保持“良种”。因

此,对于 tou rn 个可行解个体,则适应度值最小的个

体将被最后选择遗传到下一代群体。

2. 1. 7　交　叉　交叉算子采用算术交叉

(A rithm et ic C ro ssover) ,个体m ate1 和m ate2 算术

交叉,产生2个个体ch ild1和ch ild2为:

ch ild1 = rõm ate2 + (1 - r) õm ate1

ch ild2 = rõm ate1 + (1 - r) õm ate2
(2)

式中, r为界于[ 0, 1 ]的随机数。

2. 1. 8　变　异　变异采用非均匀变异 (N on

un ifo rm M u tat ion) ,对于个体 ch ild1 和 ch ild2 分别

进行非均匀变异, 则变异后分别产生 2 个个体

offsp ring1和offsp ring2。假定个体ch ild1进行非均

匀变异,产生个体offsp ring1。

设 ch ild1= x 1x 2, ⋯x k , ⋯, x n , 非均匀变异后产

生的个体为offsp ring1= x 1x 2,⋯, x
′
k ,⋯, x n ,若变异

点 x k 处的基因值取值范围为[ lk , u k ],则新的基因值

x
′
k 由下式确定:

x ′k =
x k + (u k - x k ) r 1 -

t
T

b

if random (0, 1) = 0

x k - (x k - lk ) r 1 -
t

T

b

if random (0, 1) = 1

(3)

式中, r为界于[ 0, 1 ]的随机数; T 为最大遗传代数;

t为当前遗传代数; b为非均匀度参数; random (0, 1)

表示产生0或1的随机数。

2. 1. 9　将offsp ring1和offsp ring2分别赋给新一代群

体的N ew - popu la t ion (s)　N ew - popu la t ion (s) =

offsp ring1, s = s + 1, N ew - popu la t ion ( s ) =

offsp ring2, 至此,步骤 (6)～ (9)完成产生 2 个新一

代群体个体的过程。重复步骤 (6)～ (9) ,直至产生

Pop size个个体。

2. 1. 10　评价群体适应度　将新一代群体的N ew -

popu la t ion (s)赋给Start- popu la t ion (s) , s= 1, 2,⋯,

Pop size。适应度计算同步骤 (2)。

2. 1. 11　当前遗传代 Cu rren t- gen = Cu rreng-

gen+ 1　重复执行步骤 (4)～ (11) , 直至终止代数

M axgen。当输出最优个体Best- ind ividual时,停止

遗传计算。

2. 2　 IPP 问题的GA 求解

IPP 和N PP 问题求解的差别在于某些遗传算

子的选择。

2. 2. 1　选　择　选择算子同N PP 问题,采用锦标

赛选择。

2. 2. 2　交　叉　交叉算子采用均匀交叉 (U n ifo rm

C ro ssover)。均匀交叉是指2个配对个体的每一个基

因座上的基因都以相同的交叉概率进行交换,从而

形成2个新的个体[1 ]。对于个体m ate1和m ate2进行

均匀交叉,则交叉后产生 2个个体 ch ild1 和 ch ild2,
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其交叉的主要过程为[1 ]:

①随机产生与个体编码长度等长的屏蔽字

W = w 1w 2⋯w j⋯w n。

②个体m ate1和m ate2按下述规则产生 2个新

的个体ch ild1和ch ild2。

若w j = 0,则ch ild1在 j个基因座的基因值继承

m ate1上对应的基因值; ch ild2在 j 个基因座的基因

值继承m ate2上对应的基因值。

若w j = 1,则ch ild1在 j个基因座的基因值继承

m ate2上对应的基因值; ch ild2在 j 个基因座的基因

值继承m ate1上对应的基因值。

2. 2. 3　变　异　变异算子采用均匀变异 (U n ifo rm

M u tat ion)。均匀变异是指分别用符合某一范围内均

匀分布的随机数,用某一较小的概率来替换个体编

码串中各个基因座上原有的基因值[1 ]。假定个体

ch ild1= x 1x 2⋯x k⋯x n 进行均匀变异,产生的个体为

offsp ring1= x 1x 2⋯x
′
k⋯x n ,若变异点 x k 处的基因值

取值范围为 [ lk , u k ], 则新的基因值 x
′
k 可由下式确

定:

x k = in t ( lk + r (u k - lk ) ) (4)

式中, r为介于[ 0, 1 ]的随机数; in t为取整函数。

3　实例应用

按前文所述的计算流程,应用M atlab 6. 0编制

了相应的求解程序。以下就几个实例应用说明本文

算法的适用性。

3. 1　N PP 优化问题实例应用

问题 (1)

M inf (x 1, x 2) = (x 1 - 10) 3 + (x 2 - 20) 3

(x 1 - 5) 2 + (x 2 - 5) 2 - 100≥ 0
- (x 1 - 6) 2 - (x 2 - 5) 2 + 82. 81≥ 0
13≤ x 1 ≤ 100
0≤ x 2 ≤ 100

　　问题 (2)
M inf (x 1, x 2) = - x 1 - x 2

x 2 ≤ 2x 4
1 - 8x 3

1 + 8x 2
1 + 2

x 2 ≤ 4x 4
1 - 32x 3

1 + 88x 2
1 - 96x 1 + 36

0≤ x 1 ≤ 3
0≤ x 2 ≤ 4

　　问题 (3)

M axf (x 1, x 2, x 3) =
3x 1 + x 2 - 2x 3 + 0. 8

2x 1 - 2x 2 + x 3
+

4x 1 - 2x 2 + x 3

7x 1 + 3x 2 - x 3

x 1 + x 2 - x 3 ≤ 1
- x 1 + x 2 - x 3 ≤- 1
12x 1 + 5x 2 + 12x 3 ≤ 34. 8
12x 1 + 12x 2 + 7x 3 ≤ 29. 1　　　　　　
- 6x 1 + x 2 + x 3 ≤- 4. 1
x 1, x 2, x 3 ≥ 0

　　问题 (4)

M inf (x , y ) = 5∑
4

i= 1

x i - 5∑
4

i= 1

x 2
i - ∑

9

i= 1

y i

2x 1 + 2x 2 + y 6 + y 7 ≤ 10
2x 1 + 2x 3 + y 6 + y 8 ≤ 10
2x 2 + 2x 3 + y 7 + y 8 ≤ 10
- 8x 1 + y 6 ≤ 10
- 8x 2 + y 7 ≤ 0
- 8x 3 + y 8 ≤ 0
- 2x 4 - y 1 + y 6 ≤ 0
- 2y 2 - y 3 + y 7 ≤ 0
- 2y 4 - y 5 + y 8 ≤ 0
0≤ x i≤ 1　i = 1, 2, 3, 4
0≤ y i≤ 1　i = 1, 2, 3, 4, 5, 9
y i ≥ 0　i = 6, 7, 8

　　选取群体大小Pop size= 100,锦标赛选择个体

数 tou rn= 20,交叉概率p c= 0. 4,变异概率pm = 0. 2,

遗传终止代数M axgen= 1 000, Ε= 0. 000 01。上述优

化问题 (1)～ (4)的求解结果如表1所示。

表 1　N PP 优化问题求解实例对比结果

T able 1　T he comparative so lu tion of N PP betw een op tim ization values and GA πs m ethods

优化问题
Op tim um p rob lem s

准确解
A nalysis resu lts

GA 求解结果
GA πs resu lts

问题1 P rob lem 1 x 1= 14. 1; x 2= 0. 8; f = - 6 962. 5 x 1= 14. 098; x 2= 0. 801; f = - 6 962. 498

问题2 P rob lem 2 x 1= 2. 329 5; x 2= 3. 178 3; f = - 5. 507 9 x 1= 2. 329 7; x 2= 3. 178 8; f = - 5. 508 5

问题3 P rob lem 3 x 1= 1; x 2= 0; x 3= 0; f = - 2. 471 428 x 1= 0. 999 5; x 2= 0. 000 3; x 3= 0. 000 0; f = - 2. 472 1

问题4 P rob lem 4

x 1= 0; x 2= 1; x 3= 1; x 4= 4 x 1= 0. 000 0; x 2= 1. 000 0; x 3= 1. 000 0; x 4= 4. 000 0

y 1= 1; y 2= 1; y 3= 1; y 4= 1; y 5= 1 y 1= 1. 000 0; y 2= 1. 000 0; y 3= 1. 000 0; y 4= 1. 000 0; y 5= 1. 000 0;

y 6= 3; y 7= 3; y 8= 3; y 9= 1; f = - 15 y 6 = 3. 000 1; y 7 = 3. 000 4; y 8 = 3. 000 2; y 9 = 1. 000 0; f =
- 15. 000 2
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3. 2　 IPP 优化问题实例应用

问题 (1)

M in f (x 1, x 2, x 3) = 3x 1 - 2x 2 + 5x 3

x 1 + 2x 2 - x 3 ≤ 2

x 1 + 4x 2 + x 3 ≤ 4

x 1 + x 3 ≤ 3

4x 2 + x 3 ≤ 6

x 1, x 2, x 3 = {0, 1}

　　问题 (2)

M ax f (x 1, x 2) = 60x 1 + 30x 2　　　

35x 1 + 8x 2 ≤ 400

1. 5x 1 + 3. 5x 2 ≤ 60

4x 1 + 5x 2 ≤ 90

x 1 ≥ 0, x 2 ≥ 0

x 1, x 2 取整数

　　问题 (3)为灌溉渠道轮灌配水优化模型[8 ] ,如下

所示,共有 9×26= 234 个决策变量, 9+ 2×26= 61

个约束变量。

M in M ax
(T i - T k )

1≤ i≤ 9
1≤ k ≤ 9

i≠ k

∑
26

j= 1
t j x ij - 336≤ 0 i = 1, 2,⋯, 9

∑
9

i= 1
x ij - 1≤ 0 j = 1, 2,⋯, 26

- ∑
9

i= 1

x ij + 1≤ 0 j = 1, 2,⋯, 26

x ij = {0, 1} i = 1, 2,⋯, 9; j = 1, 2,⋯, 26

式中, x ij为轮灌组出水口的开关状态,为决策变量,

其中 x ij = {0, 1}, x ij = 0 表示出水口关闭, x ij = 1 表

示出水口开启; 26为出水口 (配水渠道)数; 9为轮灌

组划分数; tj 为出水口引取水量所需的时间 (h)。

选取群体大小 Pop size= 100, 锦标赛选择个体

数 tou rn= 20,交叉概率p c= 0. 3,变异概率pm = 0. 2,

遗传终止代数M axgen= 1 000, Ε= 0. 001。上述优化

问题 (1)～ (2)的求解结果如表2所示。

表 2　 IPP 优化问题求解实例对比结果

T able 2　T he comparative so lu tion of L IPP betw een op tim ization values and GA πs m ethods

优化问题
Op tim um p rob lem s

准确解
A nalysis resu lts

GA 求解结果
GA πs resu lts

问题1 P rob lem 1 x 1= 1; x 2= 0; x 3= 1; f = 8 x 1= 1; x 2= 0; x 3= 1; f = 8

问题2 P rob lem 2 x 1= 9; x 2= 10; f = 840 x 1= 9; x 2= 10; f = 840

　　优化问题 (3)中各轮灌组引水时间和目标函数 值与文献[ 8 ]结果对比列于表3。
表 3　文献[8 ]模型与文中模型求解结果对比

T able 3　T he comparative op tim ization resu lts betw een the models in litera tu re [8 ] and in th is paper

文献[ 8 ]模型优化结果
Resu lts of literatu reπmodel[ 8 ]

本文模型优化结果
Resu lts of th is paper model

轮灌组
Ro tation
irrigation

group

轮灌组
斗口组合

L ateral canal
com bination

轮灌组
引水时间öh

Irrigation
tim e of
ro tation

irrigation
group

轮灌组
引水流量ö
(m 3·s- 1)
F low of of

ro tation
irrigation

group

轮灌组
Ro tation
irrigation

group

轮灌组
斗口组合

L ateral canal
com bination

轮灌组
引水时间öh

Irrigation
tim e of
ro tation

irrigation
group

轮灌组
引水流量ö
(m 3·s- 1)
F low of of

ro tation
irrigation

group

1 新10, 9,新7, 3 323 0. 2 1 20 333 0. 2

2 11, 10, 4, 2 328 0. 2 2 2, 14 328 0. 2

3 17, 14 328 0. 2 3 5, 16, 23 326 0. 2

4 19, 7 329 0. 2 4 9, 15, 18, 21,
22 331 0. 2

5 23, 22, 16 329 0. 2 5 3, 4, 17,新20 326 0. 2

6 退水, 12, 8 329 0. 2 6 6, 11, 13 330 0. 2

7 21, 15, 13, 5 330 0. 2 7 7, 19 329 0. 2

8 20 333 0. 2 8 8, 12,退水 329 0. 2

9 18, 6, 1 332 0. 2 9 1,新7, 10, 329 0. 2

目标函数
T arget

function
10

目标函数
T arget

function
7

　　对比表1,表2和表3可以看出,本文GA 优化结

果与准确解基本一致,其中N PP 问题 (3)的优化结

果与其准确解参考值完全一致, IPP 问题 (3)的优化

结果优于文献[ 8 ]的求解值,说明本文提出的GA 求
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解N PP、IPP 问题的算法是稳定的。

4　结　论

GA 求解约束优化问题是GA 研究中的热门问

题之一。本文采用锦标赛选择、算术交叉、均匀交叉、

均匀变异和非均匀变异算子,应用M atlab 6. 0编制

了相应的求解程序。通过几个实例的数值试验,计算

结果表明,文中GA 优化结果与准确解一致,具有较

强的通用性、精确性和稳健性。由于遗传算法目前是

一个正在探索研究的算法,因此如何提高本文算法

的性能及更好地进行运行参数选择等,有待于进一

步研究。
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Genet ic a lgo rithm so lu t ion fo r con st ra ined op t im iza t ion

SONG Song-ba i, CA I Huan - j ie, KANG Yan
(Colleg e of W ater R esou rces and A rch itectu ra l E ng ineering ,N orthw est A & F U niversity , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: Based on the p rincip les of genet ic a lgo rithm , the genera l GA m ethods fo r N on L inear

P rogramm ing and In tegra l P rogramm ing w ere designed by u sing opera to rs such as Tou rnam en t Select ion,

A rithm et ic C ro ssover, U n ifo rm C ro ssover, U n ifo rm M u tat ion and N on U n ifo rm M u tat ion. U sing M atlab

6. 0, the compu ta t ion p rogram of GA has been developed. F inally, T he GA fo r N on L inear P rogramm ing

and In tegra l P rogramm ing is tested by som e examp les and the resu lts show that the algo rithm in th is paper

is feasib le and stab le.

Key words: non linear p rogramm ing; in tegra l p rogramm ing; con stra ined op t im izat ion p rob lem ; genet ic

a lgo rithm
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