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　　[摘　要 ]　对在需要使用Box2Cox 变换, 且要求引入的回归因子均显著的情况下, 如何使用Box2Cox 变换的

问题给出了 3 种方法, 并对 3 种方法及其计算结果的一些性质进行了理论上的分析与比较。结果表明, 3 种方法在

计算量和计算精度上互有差异, 所估计的参数又各有其性质, 可根据实际情况选择使用。最后通过对泡桐片崩解试

验数据的处理结果验证了 3 种方法的有效性。
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　　在实际应用中使用线性回归模型时, 经常会遇

到回归模型不满足通常要求的 4 项假定: 回归函数

线性, 各次试验误差线性, 各次试验误差相互独立以

及各次试验误差服从正态分布。在这种情况下, 使用

Box2Cox 变换可使回归模型满足上述 4 项假定[1 ]。

另一方面, 在线性回归分析中, 经常要求回归模型中

包含的回归因子都是显著的[2 ]。在需要使用Box2
Cox 变换, 又要求引入的回归因子均显著的情况下,

如何使用Box2Cox 变换来达到这一要求的问题至

今尚未见文献报道。本文给出了 3 种在一切情况下

都有效的方法, 并对这些方法的性质及其使用效果

进行了讨论, 最后给出了一个应用实例。

1　问题的提出
1. 1　使用Box2Cox 变换下的回归模型

　　考虑可观测的随机变量 y 关于一般变量 x 1,

x 2, ⋯, x m (m ≥1) 的线性回归问题, 且有观测数据

(x i1, x i2, ⋯, x im , y i) , i= 1, 2, ⋯, n。设 y 关于 x 1, x 2,

⋯, x m (m ≥1)的线性回归模型为

yδ = b01 + b02x 1 + ⋯ + b0m x m , (1)

当对 y 施行Box2Cox 变换

y
(Κ) =

y Κ - 1
Κ , Κ≠ 0

ln (y ) , Κ= 0

(2)

后建立关于 x 1, x 2, ⋯, x m (m ≥1)的线性回归模型为

yδ(Κ) = b11 + b12x 1 + ⋯ + b1m x m , (3)

其中的 Κ可由文献[ 1 ]或[ 3 ]所列方法估计。

1. 2　一个可能出现的问题

由模型 (1) 到模型 (3) , 关于回归因子显著性的

变化情况未见有文献报道。本研究在使用Box2Cox

变换中发现, 有时在模型 (1) 中显著的因子, 在模型

(3) 中表现为不显著, 而在模型 (1) 中表现为不显著

的因子, 在模型 (3) 中表现为显著。可见, 一般情况

下, 先通过使用逐步回归选出回归因子, 再使用

Box2Cox 变换达不到使进入最终模型的因子都显著

的目的。

当要求在使用Box2Cox 变换时, 使进入回归模

型的因子都显著的方法也未见文献报道。本研究给

出 3 种可行的方法, 能够确保最后得到的回归模型

达到这种要求, 并且由模型 (1)到模型 (3) , 回归因子

显著性如何变化都是适用的。

2　3 种可行的方法及其性质

2. 1　3 种可行的方法

2. 1. 1　方法 1　考虑把Box2Cox 变换与多元线性

回归中的逐步回归法结合起来获取所要的模型。设

x 1, x 2, ⋯, x m (m ≥1) 为全部供选择的回归因子。则

方法 1 的具体计算步骤如下:

首先, 给出一系列的 Κ值, 对固定的 Κ及观测数

据 (x i1, x i2, ⋯, x im , y i) , i= 1, 2, ⋯, n , 如果 Κ≠0, 令

y
(Κ) = y

Κ, 否则, 令 y
(Κ) = ln x。

其次, 对 y
(Κ)及考虑的全部因子 x 1, x 2, ⋯, x m 使
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用逐步回归法求出对应的回归方程。假设所求出的

回归方程为

y
δ(Κ) = c

(Κ)
0 + c

(Κ)
1 x

(Κ)
j1 + ⋯ + c

(Κ)
s x

(Κ)
j s

, (4)

其中 x
(Κ)
j1 , x

(Κ)
j 2 , ⋯, x

(Κ)
j s

(s≤m ) 是 x 1, x 2, ⋯, x m 中的 s

个变量。同时还需求出

z sse (Κ, y ) = ∑ (y
(Κ)
i - y i) 2, (5)

其中

y
(Κ)
i =

(y
δ(Κ)

i )
1
Κ, Κ≠ 0

exp (y
δ(Κ)

i ) ; Κ= 0

yδ(Κ)
i = c

(Κ)
0 + c

(Κ)
1 x ij1 + ⋯ + c

(Κ)
s x ijs

, i = 1, 2, ⋯, n;

(x ij1 , x ij2 , ⋯, x ijs
, y i) 为 (x

(Κ)
j 1 , x

(Κ)
j2 , ⋯, x

(Κ)
j s

, y ) 的第 i

组观测数据, i= 1, 2, ⋯, n。

最后, 将对不同的 Κ求得的 z sse (Κ, y ) 列表或作

图, 从中找出使 z sse (Κ, y )达到最小的 Κ, 则在上一步

中对应于这个 Κ值使用逐步回归法求得的回归方

程, 就是使用本方法得到的最后结果。

2. 1. 2　方法 2　考虑把Box2Cox 变换与多元线性

回归中求一切可能回归方程的方法结合起来获得所

需的模型。设 x 1, x 2, ⋯, x m (m ≥1)为全部回归因子,

y 为因变量。以A 表示由 x 1, x 2, ⋯, x m 为元素的集

合, V 表示 A 的一切非空子集构成的集合, T =

{x j 1 , x j 2 , ⋯, x j s
}为V 的任意一个元素。则方法 2 的

计算步骤如下:

首先, 以 y 为因变量, T 中的元素 x j 1 , x j2 , ⋯, x js

为自变量, 用文献[ 1 ]或[ 3 ]中的方法确定 (3)式中的

Κ, 如果 Κ≠0, 则令 y
(Κ) = y

Κ, 否则, 令 y
(Κ) = ln x。

其次, 记上一步得到的 y
(Κ) 为 y

(T , Κ) , 建立 y
(T , Κ)

关于 x j1 , x j2 , ⋯, x js
的回归方程,

y
δ(T , Κ) = c

(T , Κ)
0 + c

(T , Κ)
1 x j 1 + ⋯ + c

(T , Κ)
s x js

。 (6)

同时求出式 (6) 中各个因子的回归系数的 F 检验值

和残差平方和

z sse (T , Κ, y ) = ∑ (y
(T , Κ)
i - y i) 2。 (7)

其中,

y
(T , Κ)
i =

(y
δ(T , Κ)

i )
1
Κ, Κ≠ 0

exp (y
δ(T , Κ)

i ) ; Κ= 0

yδ(T , Κ)
i = c

(T , Κ)
0 + c

(T , Κ)
1 x ij1 + ⋯ +

c
(T , Κ)
s x ijs

, i = 1, 2, ⋯, n ,

(x ij1 , x ij2 , ⋯, x ijs
, y i) 为 (x

(Κ)
j 1 , x

(Κ)
j2 , ⋯, x

(Κ)
j s

, y ) 的第 i

组观测数据, i= 1, 2, ⋯, n。

再次, 从上一步得到的一切回方程中选择回归

因子全部显著的回归方程。

最后, 从上一步得到的结果中选择残差平方和

z sse (T , Κ, y )最小的回归方程, 就是使用本方法得到

的结果。

2. 1. 3　方法 3　考虑方法 1 的简化情形。首先, 以 y

为因变量, 以 x 1, x 2, ⋯, x m 为自变量, 使用文献 [ 1 ]

或[ 3 ]所列方法确定 (3) 式中的 Κ, 如果所确定的 Κ≠
0, 则令 y

(Κ) = y
Κ, 否则, 令 y

(Κ) = ln x。

其次, 以 y
(Κ) 为因变量, 以 x 1, x 2, ⋯, x m 为自变

量, 使用逐步回归法即可得到一个回归系数全是显

著的回归方程。

2. 2　3 种可行方法的比较及其性质

2. 2. 1　残差的比较　假设由方法 3 得到的回归方

程如 (4) 式, 由 (5) 式计算的结果记为 z sse (y
(Κ) , Κ) ,

则由文献[ 3, 4 ]的分析及各方法的计算过程可知

z sse (T , Κ, y ) ≤ z sse (Κ, y ) ≤ z sse (y
(Κ) , Κ)。

2. 2. 2　估计结果的一个性质　方法 1 以 (5)式最小

为目标, 所以方法 1 得到的回归方程中的系数是一

种最小二乘估计; 方法 2 总是取特定自变量下 Κ的

最大似然估计量, 所以方法 2 得到的回归方程中的

系数是一种最大似然估计量[3 ]; 方法 3 中得到的 Κ
对全部自变量来说是一种最大似然估计量, 但对最

终经过逐步回归后得到的回归方程来说已不是最大

似然估计量了。由于方法 3 是方法 1 的简化, 最终结

果是方法 1 中供最后选择的结果中的一种, 所以最

终结果中的 Κ也不是最小二乘估计量。但很明显, 方

法 3 的计算量比其余两种方法都小。在实际应用中,

方法 3 有时能够满足要求。

3　在多项式回归上的应用

关于下面数据的拟合问题是一个多项式回归问

题, 不但要解决回归系数的相关性问题, 而且还要解

决方差的齐一性问题。所以, 可以使用本文第 2 部分

所述的方法。

由表 1 数据[4 ]的散点图可知, y 关于 x 对数据

的拟合为一多项式回归。当回归阶次为 6 时已出现

过拟合, 于是以 x , x
2, x

3, x
4, x

5 为回归因子集进行

逐步回归, 但发现结果的残差不能满足齐一性的要

求。所以为获得较好的回归模型, 以 x , x
2, x

3, x
4, x

5

为回归因子集, 采用本文第 2 部分所述方法, 使用

M A TLAB 可得 3 种方法的计算结果。

使用方法 1 的计算结果为 (取 Κ= - 1, - 0. 5,

0, 0. 2, 0. 4, 0. 6, 0. 7, 0. 8, 0. 9, 1, 2)

y
0. 8= 0. 391 0+ 0. 009 6x

2- 0. 000 2x
3,

(130. 672) (41. 287)

z sse (Κ, y ) = 1. 043 4, F = 451. 980 2,
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R
2= 0. 972。

使用方法 2 的计算结果为

y
0. 203 8= 0. 794 36+ 0. 003 07x

2- 1. 068 7e
- 5

x
4+

　 (142. 79) (31. 361)

2. 860 6e
- 7

x
5,

(19. 915)

z sse (T , Κ, y ) = 0. 814 7, F = 394. 36,

R
2= 0. 979 3。

使用方法 3 的计算结果为

y
0. 298 36= 0. 685 31+ 0. 033 835x ,

(689. 18)

z sse (y
(Κ) , Κ) = 1. 741, F = 689. 18,

R
2= 0. 962 3。

上述 3 个回归模型系数下括号中数值为该回归

系数的 F 检验值。结果表明, z sse (T , Κ, y )≤z sse (Κ,

y )≤z sse (y
(Κ) , Κ) , 3 个回归方程等号右端出现因子

的回归系数均显著, 且回归模型本身也显著。

表 1　泡桐片的重量及其崩解所用时间的试验数据 [4 ]

T able 1　T est data of w eigh t and disin tegrat ion tim e of P au low nia p ill

序号
O rder

重量 (x ) ög
W eigh t

崩解时间 (y ) öm in
T im e of disi2

n tegration

序号
O rder

重量 (x ) ög
W eigh t

崩解时间 (y ) öm in
T im e of disi2

n tegration

序号
O rder

重量 (x ) ög
W eigh t

崩解时间 (y ) öm in
T im e of disi2

n tegration

1 0. 10 0. 29 11 6. 00 2. 39 21 16. 00 0. 71

2 0. 30 0. 32 12 7. 00 2. 40 22 17. 00 1. 15

3 0. 50 0. 34 13 8. 00 2. 68 23 18. 00 1. 19

4 0. 70 0. 36 14 9. 00 3. 31 24 19. 00 1. 78

5 0. 80 0. 53 15 10. 00 3. 40 25 20. 00 2. 09

6 1. 00 0. 67 16 11. 00 0. 31 26 21. 00 2. 56

7 2. 00 0. 65 17 12. 00 0. 34 27 22. 00 2. 35

8 3. 00 0. 99 18 13. 00 0. 42 28 23. 00 2. 57

9 4. 00 1. 31 19 14. 00 0. 32 29 24. 00 3. 46

10 5. 00 2. 37 20 15. 00 0. 35
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M ethods of u sing Box2Cox tran sfo rm at ion to m eet the need of the

facto rs being sign if ican t in the regression equa t ion
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Abstract: In o rder to dealw ith som e data,w e need to u se Box2Cox tran sfo rm at ion and to m eet the need

of the facto rs being sign if ican t in the regression equat ion. In th is situa t ion, the quest ion is how to u se Box2
Cox tran sfo rm at ion. T h is paper p resen ts th ree k inds of the m ethods that they can be u sed to so lve the
quest ion, and studies som e characters of the m ethods. Becau se of som e differences in eff iciency of compu ta2
t ion, erro r of regression and characters est im ate param eters, one of the m ethods shou ld be select ted acco rd2
ing to the factual situa t ion and the need. T he valid ity of the m ethods is demon stra ted by the resu lt to app ly

them in dealing w ith the data of Pau low n ia p ill d isin tegra t ion test.

Key words: Box2Cox tran sfo rm at ion; linear regression; regression facto r
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