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关于信息度量问题的思考
Ξ

王乃信, 张慧凤
(西北农林科技大学 生命科学学院, 陕西 杨凌 712100)

　　[摘　要 ]　为克服 Shannon 熵的局限性, 修改了 Shannon 熵的公理, 用公理化的方法, 推导出具有有限分布列

的离散型随机变量的信息量系。并且将它推广到任意具有可数无限分布列的离散型随机变量和随机向量。证明了

信息量系的最大信息量定理, 可加性定理, 广义可加性定理、互信息定理、独立性定理等性质。对信息量系中参数值

的选取提出建议。
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　　1948 年, Shannon 提出熵的概念, 并以之作为

信息的度量, 宣告了信息论作为一门科学学科的诞

生[1, 2 ]。Shannon 熵在信息论的发展和应用中起着关

键的作用。但是, 众所周知, Shannon 熵还存在许多

局限性[3, 4 ] , 尤其是 Shannon 熵的无界性, 使许多常

见的具有可数无限分布列的离散型随机变量不具有

Shannon 熵, 从而使 Shannon 熵的应用受到限制。

这引发了作者的思考: 能否对 Shannon 熵进行改

进, 能否引入新的更加合理的信息度量标准以克服

这些局限性, 须知, 在信息论的公理化体系建立以

后, Shannon 熵就是公理化方法求解时的惟一存在

的解[5 ] , 因而在该公理化体系下, Shannon 熵是不可

能改进的。因此, 如果要真正对 Shannon 熵进行改

进, 就必须修改其公理化体系, 建立起新的公理化体

系, 并且也用公理化的方法进行求解, 只有这样, 才

可望使信息的度量得到实质上的改进。

使 Shannon 熵成为惟一存在解的一个公理化

体系包括连续性公理, 单调性公理, 可加性公理。简

述如下[3 ]:

定义　对于离散型随机变量的有限分布列 (p 1,

p 2, ⋯, p n) , 该分布列的 Shannon 熵记为 H (p 1, p 2,

⋯, p n)。特别地, 当 n 为正整数时, 记 H n = H ( 1
n

,

1
n

, ⋯,
1
n

)。Shannon 熵满足如下公理:

É 　连续性公理: H (p 1, p 2, ⋯, p n) 是每一个变

量的连续函数;

Ê 　单调性公理: H n 是 n 的单调递增函数;

Ë 　可加性公理: 设 n= ∑
k

i= 1
m i, 其中m i 为正整

数, 则有

H n = H (
m 1

n
,
m 2

n
, ⋯,

m k

n
) + ∑

k

i= 1

m i

n
H m i

。

　　已经严格证明, 满足上述公理的 Shannon 熵的

表达式必为

H (p 1, p 2, ⋯, p n) = - ∑
n

i= 1
p i log p i,

并且, 这是满足上述公理的惟一存在解。

1　关于具有有限分布列的一维离散型
随机变量的信息量系

在 Shannon 熵的公理中, 连续性公理是自然

的, 应予保留; 单调性公理不具有独立性, 可以删除,

并且可以考虑代之以有界性公理; 惟一需要修改的

是可加性公理。

定义　对于离散型随机变量的有限分布列 (p 1,

p 2, ⋯, p n ) , 该分布列的 Κ级信息量记为 H
(Κ) (p 1,

p 2, ⋯, p n) , 特别地, 当 n 为正整数时, 记 H
(Κ)
n = H

(Κ)

( 1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n

)。Κ级信息量满足如下公理:

É 　连续性公理: H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) 是每一个

变量的连续函数;

Ê 　有界性公理: H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) 是有界函

数;

Ë 　可加性公理: 设 n= ∑
k

i= 1
m i, 其中m i 为正整
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数, 则有

H
(Κ)
　n = H

(Κ) (
m 1

n
,
m 2

n
, ⋯,

m k

n
) + ∑

k

i= 1

(
m i

n
) 1+ ΚH

(Κ)
　m i

　　现在推导 Κ级信息量的表达式:

显然, 按 Shannon 熵的要求, 应有 Κ= 0。为了从

实质上对 Shannon 熵进行改进, 必须冲破Κ= 0 的限

制。

任取正整数m , k , 令 n= m k , 由可加性公理知

H
(Κ)
　n = H

(Κ)
　k +

1
k ΚH

(Κ)
　m , H

(Κ)
　n = H

(Κ)
　m +

1
m ΚH

(Κ)
　k。

如果 Κ= 0, 上式为H
(0)
　m k = H

(0)
　m + H

(0)
　k , 由此知, H

(0)
　n

或者恒为零而无意义, 或者具有无界性, 故应否定

Κ= 0。

以下设 Κ≠0。

当m = k= 1 时, 上式即H
(Κ)
　1= H

(Κ)
　1+ H

(Κ)
　1, 由此

知H
(Κ)
　1= 0。对于任意的m > 1, k > 1, 恒有

(1 -
1

m Κ)H
(Κ)
　k - (1 -

1
k Κ)H

(Κ)
　m = 0,

H
(Κ)
　m

1 -
1

m Κ

=
H

(Κ)
　k

1 -
1
k Κ

= C。

由此知, 必有H
(Κ)
　n= C (1-

1
nΚ)。由有界性公理知, 应

有 Κ> 0。不失一般性, 可设C = 1, 则有H
(Κ)
　n= 1-

1
nΚ。

设 n= ∑
k

i= 1
m i, 由可加性公理知

H
(Κ) (

m 1

n
,
m 2

n
, ⋯,

m k

n
) =

H
(Κ)
　n - ∑

k

i= 1

(
m i

n
) 1+ ΚH

(Κ)
　m i

=

1 -
1
nΚ - ∑

k

i= 1

(
m i

n
) 1+ Κ(1 -

1
m i

) =

1 -
1
nΚ - ∑

k

i= 1

(
m i

n
) 1+ Κ + ∑

k

i= 1

m i

n1+ Κ =

1 - ∑
k

i= 1

(
m i

n
) 1+ Κ。

　　这就是说: 当分布列 (p 1, p 2, ⋯, p n) 中的概率 p i

为有理数时, 均有

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) = 1 - ∑

n

i= 1
p 1+ Κ

i 。

根据有理数的稠密性, 由连续性公理知, 对任意的分

布列 (p 1, p 2, ⋯, p n) , 恒有

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) = 1 - ∑

n

i= 1

p 1+ Κ
i 。

　　反之, 也容易验证, 当 Κ> 0 时, 这样获得的 Κ级

信息量 H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n ) 满足前述的连续性公

理 , 有界性公理 , 可加性公理 , 并且具有规范

性: 0≤H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n)≤1。

这样, 就构造了以 Κ为参数的信息量系, 它们不

仅保留了 Shannon 熵的许多重要性质, 而且还克服

了 Shannon 熵的一些不合理性和局限性。

为了尽可能多地保留 Shannon 熵的性质, 还可

以对 Κ级信息量作如下变换:

S
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) = (1 - H

(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) ) - 1
Κ。

2　关于具有可数无限分布列的一维离
散型随机变量的信息量系

上述信息量系, 很容易推广到具有可数无限分

布列的一维离散型随机变量的情形。

定义　设一维离散型随机变量的可数无限分布

列为 (p 1, p 2, ⋯, p n , ⋯) , 则该分布列的 Κ级信息量

为

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n , ⋯) = 1 - ∑

∞

i= 1
p 1+ Κ

i ,

其中 Κ> 0。

由于以 p i 为一般项的级数收敛: ∑
∞

i= 1
p i = 1, 且

0Φ p
1+ Κ
i Φ p i, 因而,

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n , ⋯) = 1 - ∑

∞

i= 1
p 1+ Κ

i

恒收敛。

由此可见, 这里定义的 Κ级信息量与 Shannon

熵不同, 对于任何具有可数无限分布列的一维离散

型随机变量, Κ级信息量恒有意义, 这就克服了

Shannon 熵在这方面的局限性。

3　关于高维离散型随机向量的信息量
系

仿照 Shannon 熵的推广方式, 也可以定义高维

随机向量的联合信息量、边缘信息量、条件信息量、

互信息量等。

定义　已知 n 维离散型随机向量 (X 1, X 2, ⋯,

X n)的分布阵为 (p i1, i2, ⋯, in
) , (X 1, X 2, ⋯, X m ) 的边缘

分布阵为 ( p i1, i2, ⋯, im , 其中 p i1, i2, ⋯, im = ∑
im + 1

∑
im + 2

⋯

∑
in

p i1, i2, ⋯, in , 则

É 　 (X 1, X 2, ⋯, X n)的 Κ级联合信息量为

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) = 1 - ∑

i1
∑

i2

⋯∑
in

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, in;

　　Ê 　 (X 1, X 2, ⋯, X m )的 Κ级边缘信息量为
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H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m ) = 1 - ∑

i1
∑

i2

⋯∑
im

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im ;

　　Ë 　在 (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n ) 条件下的 (X 1, X 2,

⋯, X m )的 Κ级条件信息量为

H
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) û (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　　　　1+ Κ
im + 1, im + 2, ⋯, in

(1 -

∑
i1
∑

i2

⋯∑
im

(
p i1, i2, ⋯, in

p im + 1, im + 2, ⋯, in

) 1+ Κ) ;

　　Ì 　 (X 1, X 2, ⋯, X m ) 与 (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) 的

Κ级互信息量为

I
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) , (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m ) + H

(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) -

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n)。

　　类似地, 这里定义的概念均可推广到具有可数

无限分布阵的高维随机向量的情形。

这里定义的联合信息量、边缘信息量、条件信息

量、互信息量等, 不仅保留了 Shannon 熵的许多性

质, 而且还引出一些新的性质。

4　关于信息量系的性质

定理　 (最大信息量定理)对于一维离散型随机

变量的有限分布列 (p 1, p 2, ⋯, p n) , 恒有

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) ≤H

(Κ)
　n = H

(Κ) ( 1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n

)。

　　证明　设 p i ( t) =
1
n

+ t (p i-
1
n

) , 则 p i (0) =
1
n

,

p i (1) = p i, 令

H
(Κ) (p 1 ( t) , p 2 ( t) , ⋯, p n ( t) ) =

1 - ∑
n

i= 1
p 1+ Κ

i ( t) = Υ( t) ,

则有H
(Κ)
　n= H

(Κ) ( 1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n

) = Υ(0) , H
(Κ) (p 1, p 2,

⋯, p n) = Υ(1)。注意到

Υ′( t) = - (1 + Κ)∑
n

i= 1

(p i -
1
n

) ×

( 1
n

+ t (p i -
1
n

) ) Κ,

Υ′(0) = - (1 + Κ)∑
n

i= 1

(p i -
1
n

) 1
nΚ = 0,

Υ″( t) = - Κ(1 + Κ)∑
n

i= 1

(p i -
1
n

) 2 ×

( 1
n

+ t (p i -
1
n

) ) Κ- 1,

则当 0≤t≤1 时, 恒有 Υ″( t)≤0, 故知当 0≤t≤1 时,

Υ′( t)≤0, Υ( t)为减函数, 从而

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) ≤H

(Κ)
　n =

H
(Κ) ( 1

n
,

1
n

, ⋯,
1
n

)。

　　定理　 (可加性定理)　对于一维离散型随机变

量的有限分布列 (p 1, p 2, ⋯, p n) , 已知 p i= ∑
m

j= 1
q ij , 其

中 q ij≥0, 则有

H
(Κ) (q11, q12, ⋯, q1m , q21, q22, ⋯, q2m , ⋯,

qn1, qn2, ⋯, qnm ) = H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) +

∑
n

i= 1
p 1+ Κ

i H
(Κ) (

q i1

p i
,

q i2

p i
, ⋯,

q im

p i
)。

　　证明　根据 Κ级信息量的表达式,

∑
n

i= 1
p 1+ Κ

i H
(Κ) (

q i1

p i
,

q i2

p i
, ⋯,

q im

p i
) =

∑
n

i= 1

p 1+ Κ
i × (1 - ∑

m

j= 1

(
q ij

p i
) 1+ Κ) =

∑
n

i= 1
p 1+ Κ

i - ∑
n

i= 1
∑

m

j = 1
q1+ Κ

ij =

- (1 - ∑
n

i= 1
p 1+ Κ

i ) + (1 - ∑
n

i= 1
∑

m

j = 1
q1+ Κ

ij =

H
(Κ) (q11, q12, ⋯, q1m , q21, q22, ⋯, q2m , ⋯,

qn1, qn2, ⋯, qnm ) - H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n)。

　　定理　 (广义可加性定理)　对于 n 维离散型随

机向量 (X 1, X 2, ⋯, X n) , 恒有

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) = H

(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) +

H
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) û (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) )。

　　证明　根据定义, 在 (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n ) 条件

下的 (X 1, X 2, ⋯, X m )的条件信息量为

H
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) û (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　　　　1+ Κ
im + 1, im + 2, ⋯, in

(1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
im

(
p i1, i2, ⋯, in

p im + 1, im + 2, ⋯, in

) 1+ Κ) =

1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
im

p 　　　　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im -

(1 - ∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　　　1+ Κ
im + 1, im + 2, ⋯, in

) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) - H

(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n)。

　　定理　 (互信息量定理) 　 (X 1, X 2, ⋯, X m ) 与

(X m + 1, X m + 2, ⋯, X n)的互信息量满足

I
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) , (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m ) - H

(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) û
(X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

H
(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) -

H
(Κ) ( (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) û (X 1, X 2, ⋯, X m ) )。
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　　证明　由广义可加性定理知,

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m ) - H

(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) û
(X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m ) - H

(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) +

H
(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

I
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) , (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) )。

　　定理　 (独立性定理)　如果 (X 1, X 2, ⋯, X m ) 与

(X m + 1, X m + 2, ⋯, X n)互相独立, 则

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) = 1 - ∑

i1
∑

i2

⋯∑
in

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im.

∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　1+ Κ
im + 1, i2, ⋯, in ,

I
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) , (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m )H

(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n)。

　　证明　如果 (X 1, X 2, ⋯, X m ) 与 (X m + 1, X m + 2,

⋯, X n)互相独立, 则

p i1, i2, ⋯, in = p i1, i2, ⋯, im p im + 1, im + 2, ⋯, in ,

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) =

1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
in

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, in =

1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
in

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im p 　　　　　1+ Κ

im + 1, im + 2, ⋯, in =

1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
im

p 　　　　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im

∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　　　1+ Κ
im + 1, im + 2, ⋯, in;

I
(Κ) ( (X 1, X 2, ⋯, X m ) ,

(X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) ) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m ) +

H
(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n) -

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X n) =

1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
im

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im -

∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　　　　1+ Κ
im + 1, im + 2, ⋯, in +

∑
i1
∑

i2

⋯∑
in

p 　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, in =

(1 - ∑
i1
∑

i2

⋯∑
im

p 　　　1+ Κ
i1, i2, ⋯, im

) õ

(1 - ∑
im + 1

∑
im + 2

⋯∑
in

p 　　　　　　1+ Κ
im + 1, im + 2, ⋯, in

) =

H
(Κ) (X 1, X 2, ⋯, X m )H

(Κ) (X m + 1, X m + 2, ⋯, X n)。

5　关于信息量系中参数值的选取建议

世界上的事情是复杂的, 信息的度量也不必采

用同一种度量标准。Shannon 熵只是一种度量标准,

不能适应不同情况的需求, 这也是 Shannon 熵的不

合理性和局限性。这里定义的信息量系, 正好适应了

不同情况的需求。

为了说明这一点, 将 Κ级信息量做如下解释和

理解:

H
(Κ) (p 1, p 2, ⋯, p n) =

1 - ∑
n

i= 1
p 1+ Κ

i = ∑
n

i= 1
p i (1 - p Κ

i ) ,

其中, p i (1- p
Κ
i )表示分布列中的概率 p i 所贡献的分

信息量的大小。设 f (p ) = p (1- p
Κ) , 则 f ′(p ) = 1-

(1+ Κ) p
Κ, f ″(p ) = - Κ( 1 + Κ) p

Κ- 1。由此可知,

f (p ) = p (1- p
Κ) 是凸函数, 且当 p = p 0= (1+ Κ) - 1

Κ

时, f (p ) 达到最大值。这是参数 Κ所具有的重要性

质。更具体地说: 当 0< Κ< 1 时, p 0 < 0. 5; 当 Κ= 1

时, p 0= 0. 5; 当 Κ> 1 时, p 0> 0. 5。

根据参数 Κ的这种性质, 在对信息进行度量时,

建议这样选取参数的值: 如果能够认定事件发生的

概率较大时所贡献的分信息量较大, 则选 Κ> 1; 如

果能够认定事件发生的概率较小时所贡献的分信息

量较大, 则选 0< Κ< 1; 如果能够认定事件发生与不

发生等概率时所贡献的分信息量最大, 或者难以作

出上述判断时, 则选 Κ= 1, 此时, 所得到的 1 级信息

量将呈极简单而又对称的形式, 并且必将具有更强

的性质, 得到更广泛的应用:

H
(1) (p 1, p 2, ⋯, p n) = 1 - ∑

n

i= 1
p 2

i , H
(1)
　n = 1 -

1
n
。
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T h ink ing on the m easu rem en t p rob lem s of info rm at ion

W ANG Na i-x in , ZHANG Hui-feng
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: In o rder to elim inate the lim ita t ion of the Shannon en tropy, the ax iom system fo r the Shan2
non en tropy w as modif ied, and an info rm at ion m easu re system w ith the ax iom at iza t ion m ethod w as de2
duced. T hat cou ld be ex tended to all d iscrete random variab le and vecto r w ith the infin ited coun tab le d ist ri2
bu t ion series. T he paper p roved the theo rem of m ax im um info rm at ion m easu re, the theo rem of addit ivity,

the theo rem of genera lized addit ivity, the theo rem of m u tual info rm at ion m easu rem en t and the the theo rem

of independency. Suggest ion s to choo se the value of the param eters in the info rm at ion m earu rem en t system

w ere pu t fo rw ard.

Key words: Shannon en tropy; m easu rem en t of info rm at ion; info rm at ion m easu rem en t system
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Influence of da ta im balance on the ana lysis resu lts of experim en t

HU X i-yuan
(Colleg e of A g ronomy ,N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T h is paper exam ined the influence of data im balance on the analysis resu lts fo r random b lock

design, sp lit2p lo t design and strip 2p lo t design u sing the M on te Carlo sim u la t ion. T he sim u la t ion resu lts

show ed that the im balance of data due to m issing ob servat ion s led to low er p recision and low er exactness of

variance componen t est im at ion, to underest im at ion of the erro r of f ixed effects as w ell as to h igher type É

erro r ra te fo r f ixed effect test. W ith mo re m issing ob servat ion s these influences w ou ld be heavier. T he im 2
balance of data influenced the analysis resu lts in sp lit2p lo t design and strip 2p lo t design m uch heavier than

in random b lock design.

Key words: im balance of data; variance componen t est im ate; f ixed effect test
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