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随机过程的微观经济含义
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　　[摘　要 ]　从经济学角度对随机过程的含义进行了解释, 从投资者的期望收益率独立于证券价格这一现象对

证券价格按连续时间连续样本轨道的随机过程变动进行解释; 若假设影响证券价格变动的信息按泊松过程到达,

则可以对证券价格遵循连续时间不连续样本轨道的随机过程变化作出解释。可以用类似于连续时间随机过程的经

济解释分析离散时间随机过程的经济含义。
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　　金融经济学的一个中心研究问题是证券价格的

变动方式。自库特 (Coo tner) 等[1 ]的研究之后, 这一

方面一直是长盛不衰的研究热点。一般地, 证券价格

变动采用随机过程进行描述。按时间参数分类, 可把

随机过程分为连续时间的随机过程和离散时间的随

机过程。本文试图结合数学理论从经济学角度对几

个在证券市场研究中经常采用的随机过程进行解

释, 以便在描述证券价格变动随机性质的同时, 能够

更好地把握其微观经济基础。

1　连续时间随机过程的经济含义

从金融经济学的角度来看, 连续时间的分析只

是对现实世界的一种抽象, 或者说, 是在交易的间隔

时间极度短暂的情形下 (相比于所分析的时间跨度)

的一种简化。

默顿 (M erton ) [2 ]曾经从数学角度对连续时间

随机过程的经济学假设进行了分析。首先, 分析交易

时间区间 [ t, T ], 设定最小交易间隔时间长度为 h ,

总交易次数为 n , 则有 nh= T - t, 定义

Ε(k ) = X (k ) - X (k - 1) -

E k- 1{X (k ) - X (k - 1) } (1)

式中, X (k ) 是证券在时刻 kh 的价格, E k- 1{·}是已

知时刻 (k - 1) h 以及此前的所有相关信息的条件期

望算子。就是说, Ε(k )是未预期到的证券价格变化。

假设①证券价格非预期变动的不确定性在连续

交易时也不可能被消除; ②证券价格非预期变动的

不确定性在一个有限的时间段内不会达到无穷大;

③证券价格非预期变动的不确定性不会只集中在许

多交易区间的一小部分区间里, 在几乎所有的交易

区间里都会存在显著的不确定性; ④Ε(k ) 是 1 个只

取 m 个值 Εj (k ) , ( j = 1, ⋯, m ) 的离散型随机变量,

p j (k ) = P rob{Ε(k ) = Εj (k ) }; ⑤p j 和 Εj 的变化是规

则的 (w ell behavio r) , 也就是说, 存在 q j 和 r j , 使得

p j = O (h qj ) , Εj = O (h rj ) (2)

式中, Εj 代表 Εj (k ) ; p j 代表 p j (k ) ; O (·) 代表同阶

无穷小量。

在这些假设下, 默顿把随机过程分为 3 类: 不发

生罕见事件 (no rare even ts) 的连续样本轨道过程、

发生罕见事件 (rare even ts) 的连续样本轨道过程和

发生罕见事件 ( rare even ts) 的不连续样本轨道过

程。然后他利用严格的数学理论证明第 2 类过程可

以归结到第一类过程中。

换句话说, 按默顿的结论, 在连续时间金融研究

模型中, 所用到的随机过程限于 2 类, 即连续样本轨

道的扩散过程以及连续时间不连续样本轨道的随机

过程。

1. 1　连续时间连续样本轨道过程的经济含义

对于连续时间连续样本轨道扩散过程, 一般设

定证券价格变量 S 的运动过程如下:

dS = ΛS + ΡS dW (3)

其中, Λ和 Ρ为变量 S 的期望漂移率和波动率, 在这

里均为常数;W 是标准维纳 (W iener) 过程, 即假设

证券价格按几何布朗运动变化。
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一些研究者[3 ]认为: 对于上述模型的设定只是

一种直观判断, 没有更多的道理来表明为什么要这

样选择, 只是这个模型较好地描述了一些资产的价

格变化而已。

不过, 注意到证券价格按几何布朗运动变化的

设定与下述设定的等价性, 就可以对其进行合理解

释。

假设证券价格 S 在任一时间段[ t, T ]末服从如

下分布:

lnS T - lnS t～ N Λ -
Ρ2

2
(T - t) , Ρ T - t

(4)

这里, N [m , s ]是均值为m、标准差为 s 的正态分布

随机变量。

首先, 注意到可交易证券价格的一个特性, 即投

资者要求来自证券的期望收益率与证券价格无关。

考察证券价格在时间[ 0, T ]内的变化。假设 S i

是证券在时刻 i 的价格, 定义 r i= (S i - S i- 1) öS i- 1,

如果在各个时刻预期收益完全相同, 则可以合理假

设收益率 r i 是独立同分布的随机变量。

由于 (S iöS i- 1) = 1+ ri, 故 (S iöS i- 1) 也是独立同

分布的随机变量。令X t= (S töS t- 1) , 取 S 0= 1, 则在

时刻 t

X 1 õ X 2 õ ⋯õ X t =

(S 1öS 0) õ (S 2öS 1) õ ⋯õ (S töS t- 1) = S t

所以

ln S t = ∑ln X i (5)

　　由于 X i 是独立同分布的, 当交易趋于连续时

(即所考察的时间段无限细分) , 按照中心极限定理,

lnS t 趋近于一个正态分布的随机变量。

相应的, 对应于 t= 0 和 S 0= 1, (4)式变为

lnS T～ N [ (Λ - Ρ2ö2) T , Ρ T ] (6)

这是一个正态分布的随机变量。这样一来, 把式 (3)

经过适当的正则化后, 可以变为 (4)式。即说明 (3)式

的设定是合理的。

尽管可以从上述角度对证券价格运动遵循几何

布朗运动过程的经济意义作出解释, 不过, Ρ为常数

是一个很强的假设, 在实证分析中很少会得到证实。

对股票而言, 经常观测到的是[4 ]: 当 S 下跌时, Ρ
趋于增大。反之, 当 S 上升时, Ρ趋于减小。

这导致了对 (3) 式的一种修正, 把 Ρ 修改为

ΡS
- Α, 这里 0≤Α≤1。这样修改的结果是: 当 S 下跌

时, ΡS
- Α增加, 而当 S 上升时, ΡS

- Α下降, 波动率随 S

的变化而改变。这就是所谓的常数方差弹性 (Con2
stan t E last icity of V ariance)模式[5 ]:

dS = ΛS + ΡS 1- ΑdW 　 (0 ≤ Α≤ 1) (7)

　　在现实生活中, 一般地, 当股票价格下跌时, 该

公司权益资本的价值将下降 (如果企业资不抵债, 则

债务的市场价值也会下降, 但权益资本的价值下降

得更多) , 从而引起债务与所有者权益比率增大, 财

务杠杆的增大将增加公司的风险, 即增加了权益资

本的风险, 这引起股票波动率的增大。另一方面, 当

股票价格上涨时, 该公司权益资本的价值上升, 进而

引起债务与所有者权益比率减小, 这种财务杠杆的

变化将降低公司的风险, 即权益资本的风险变小, 这

将引起股票波动率的减少。这在一定程度上解释了

这一模式的经济含义。

1. 2　连续时间不连续样本轨道过程的经济含义

默顿的前 4 条假设是相当一般的, 对于绝大多

数证券而言, 满足前 4 条假设是很正常的。然而, 其

第 5 条假设是相当严格的, 这是一条很不自然的假

设[6 ]。这也是导致研究者采用其他随机过程如连续

时间不连续样本轨道的随机过程的原因。

常用于描述证券价格变化的不连续样本轨道随

机过程是跳跃过程。设定证券价格运动过程如下:

dS t = ΛS td t + Ρ(S t, t) dq t (8)

式中, Ρ(S t, t) 表示证券价格的波动幅度, 一般地, 它

是一个随机变量, 即变化的幅度是随机的; q t 是一个

泊松 (Po isson)过程, 其强度为 Κ(x )。

或者, 等价地

dS t = ΛS td t + Ρ(S t, t) dq t =

ΛS td t +
Κ(x ) d t Ρ(S t, t)

1 - Κ(x ) d t
0

(9)

　　这一模式的经济含义可以从信息与证券市场的

关系进行解释。如果从信息对证券市场影响的角度

进行分析, 假设信息随机到达, 且认为信息对证券价

格的影响也是随机的, 并假设证券由 S 个个体组

成, 每一个个体的价格为 1, 则证券价格为 S ; 而

Ρ(S t, t) 表示信息对证券价格的影响, 它可以设定为

一个随机变量, 以描述变化幅度的随机性; 对于随机

到达的信息, 一般假设其由泊松过程产生, 在一小段

时间 ∃ t 内, 信息到达的随机性表现为 ∃q t, ∃q t 是一

个强度为 Κ(x )的泊松分布。

此外, 对 Κ(x ) 的不同设定可以有不同的经济解

释: 如果组成 S 的个体变化完全相关, 则可以设定

Κ(x ) ≡常数 Κ, 一个个体发生跳跃时, 每一个个体都
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发生跳跃; 另一方面, 如果组成 S 的个体变化是完

全独立的, 则可以设定 Κ(x ) = ΚS , 此时, 一个个体发

生跳跃时, 其他个体可能发生变化, 也可能不发生变

化。这一模式的一个优点就在于允许个体独立变化,

这是扩散过程所无法描述的。在某种程度上, 这可以

用来描述股票价格指数的变化。

连续时间不连续样本轨道随机过程的另一类典

型代表是所谓的跳跃扩散过程, 这类过程由伊藤

( Ito)过程和泊松过程混合而成:

dS öS = (a - Κk ) d t + ΡdW + dq (10)

式中, a 是股票的预期收益; Ρ 为没有发生跳跃时股

票收益的波动率;W 是一个标准维纳过程; q 是一个

泊松过程; Κ是泊松过程发生跳跃的强度, 跳跃在泊

松的随机时间发生, 其把股票价格从 S 拉到 S ·Y ,

其中 Y 为对数正态分布的随机变量; k 为 (Y - 1) 的

期望值。

跳跃扩散过程可以有如下的经济解释: 一般地,

对于大多数公司的股票价格而言, 在绝大多数时间

里, 股价按伊藤过程连续而微小地变化; 在某些特殊

的时刻, 一些有关该公司的特别消息, 比如公司涉足

投资业务的巨大损失、公司涉及重大诉讼的败诉、公

司主营业务的前景由于某一政策而看好等消息, 将

引起该公司股价较大幅度的变化。在这些特殊时点,

股价的变动将不只是微小的, 而是跳跃性的, 其变化

将由泊松过程决定, 这种情形下, 可以合理地设定股

票价格遵循跳跃扩散过程。

2　离散时间随机过程的经济含义

离散时间的随机过程是仅在固定时刻如 t= 1,

2, ⋯时发生改变的随机过程。这类特殊的离散时间

随机过程是二叉树过程 (二项过程) [7 ]。

二叉树过程 (二项过程)假设交易离散发生。对

于任意给定的整数 I , 把时间段 ( t, T ) 分为 I 个等间

隔时间段 ( t, t+ 1) , ( t+ 1, t+ 2) , ⋯, ( t+ ( I - 1) ,

T ) , 这里 t+ k 代表时刻 t+ [k (T - t) ]öI。

交易只在各时间段末的时点上发生, 证券的价

格只在各时间段末的时点上发生变化。假设变化如

下:

给定证券在时刻 t+ i 的价格 S t+ i, 则在时刻 t+

( i+ 1)

S t ( i+ 1) =
S t+ iΛ　　概率为 P

S t+ id　　概率为 1 - P
(11)

　　一般地, 给定现在 (时刻 t) 的价格 S t, 对于给定

的正整数 I , 未来 (时刻 T )的价格 S T 为一个取 I + 1

个值的离散型随机变量:

P rob (S T = S tΛj d I - j ) =
1

j
p j (1 - p ) I - j , j = 0, ⋯, I

(12)

式中,
I

j
=

I· ( I - 1)⋯1
( j· ( j - 1)⋯1) ( ( I - j ) ( I - j - 1)⋯1)

=
I

I - j
。

　　换句话说, S T = S t Λj
d

I - j , j 服从参数为{I , p }的

二项分布, 即 P rob ( j = n ) =
I

n
p

n (1- p ) I - n , (n =

0, ⋯, I )。

二叉树过程所描述的证券价格变化非常简单,

到某一时点后, 下一个时点的价格变化只可能有两

种状态, 且变化的幅度完全相同。但是如果参数选择

适当, 则二叉树过程可趋近于一些连续时间的随机

过程[8 ]。

在现实生活中, 经常观察到的一个现象是: 证券

的价格不是上涨就是下跌。因此, 对二叉树过程可以

做这样的解释, 即证券价格要么上涨, 要么下跌, 要

么是几个涨跌的复合, 使得证券的价格保持不变。

此外, 由于二叉树过程能够收敛于连续时间的

随机过程, 因此, 当交易时间极其短暂时, 可以用连

续时间随机过程的金融含义对其做出类似的解释。
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