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　　[摘　要 ]　利用精度较高的高斯积分点的应力值来改进等参元结点应力的性质, 采用数学方法计算出了相应

的高斯点坐标和形函数值, 推导了三维 8 节点等参元和 20 节点等参元的应力修匀平滑矩阵, 并求出了数值解。
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　　由于大体积混凝土的材料特性和工作环境, 温

度应力是大体积混凝土产生裂缝破坏的主要因素之

一[1 ] , 因而分析大体积混凝土的温度应力十分必要。

目前, 对大体积混凝土的温度应力分析, 大多采用基

于位移模式的等参单元有限元法, 但该法得到的位

移解在全域是连续的, 应变和应力解在单元内部是

连续的而在单元间是不连续的, 即在单元边界上发

生突跳[2 ]。因此对同一个结点, 由围绕它的不同单元

计算得到的应变值和应力值是不同的。对于利用数

值积分的曲边单元, 经验表明在积分点上算得应力

具有最好的精度, 而在结点上算得的应力精度最

差[2, 3 ]。通常工程上感兴趣的是边缘和结点上的应

力, 因此需要对计算得到的应力进行处理, 以改善所

得的结果[4, 5 ]。应力修匀方法有单元平均、总体应力

磨平、单元应力磨平、子与局部应力磨平法等[6 ] , 应

力修匀方法对计算结果和计算工作量的影响很大,

但目前所见文献较少。本研究就计算精度高、工作量

相对较小的单元应力磨平法中的平滑矩阵进行了推

导, 并给出了相应的高斯点坐标和数值解, 以期为大

体积混凝土温度控制研究和设计提供参考。

1　8 结点空间等参元应力磨平

若用二阶高斯积分 (8 结点等参元见图 1) , 8 个

高斯点顺次出现的局部坐标、形函数值如表 1 所示。

图 1　8 结点空间等参元

F ig. 1　Sketch of 82nodes 3D elem ent

N i =
1
8

(1 + ΝiΝ) (1 + ΓiΓ) (1 + ΝiΝ)　 ( i = 1, 2, ⋯, 8)

表 1　8 结点 3 维等参元局部坐标、形函数表

T able 1　Coo rdinates and shape function of 82nodes Gauss po in t in 3D elem ent

高斯点局部坐标
Coo rdinates of 82nodes Gauss po in t

高斯点形函数
Shape function of 82nodes Gauss po in t

Ν Γ Φ N 1 N 2 N 3 N 4 N 5 N 6 N 7 N 8

- 0. 577 35 - 0. 577 35 - 0. 577 35 0. 490 562 6 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 009 437 4 0. 035 220 8
- 0. 577 35 - 0. 577 35 0. 577 35 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 009 437 4 0. 035 220 8 0. 490 562 6 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 131 445 9
- 0. 577 35 0. 577 35 - 0. 577 35 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 490 562 6 0. 035 220 8 0. 009 437 4 0. 035 220 8 0. 131 445 9
- 0. 577 35 0. 577 35 0. 577 35 0. 035 220 8 0. 009 437 4 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 490 562 6

0. 577 35 - 0. 577 35 - 0. 577 35 0. 131 445 9 0. 490 562 6 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 009 437 4
0. 577 35 - 0. 577 35 0. 577 35 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 009 437 4 0. 131 445 9 0. 490 562 6 0. 131 445 9 0. 035 220 8
0. 577 35 0. 577 35 - 0. 577 35 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 490 562 6 0. 131 445 9 0. 009 437 4 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 035 220 8
0. 577 35 0. 577 35 0. 577 35 0. 009 437 4 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 035 220 8 0. 035 220 8 0. 131 445 9 0. 490 562 6 0. 131 445 9
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　　设 8 个高斯点的应力分别为 Ρ3
(1) , Ρ3

(2) , Ρ3
(3) , Ρ3

(4) ,

Ρ3
(5) , Ρ3

(6) , Ρ3
(7) 和 Ρ3

(8) ; 8 个结点的修匀应力分别为 Ρ1,

Ρ2, Ρ3, Ρ4, Ρ5, Ρ6, Ρ7, Ρ8。则有: {Ρ3 }= [N ]{Ρ}, 表示成

矩阵形式为:

Ρ3
(1)

Ρ3
(2)

Ρ3
(3)

Ρ3
(4)

Ρ3
(5)

Ρ3
(6)

Ρ3
(7)

Ρ3
(8)

=

N 1 (1) N 2 (1) N 3 (1) N 4 (1) N 5 (1) N 6 (1) N 7 (1) N 8 (1)

N 1 (2) N 2 (2) N 3 (2) N 4 (2) N 5 (2) N 6 (2) N 7 (2) N 8 (2)

N 1 (3) N 2 (3) N 3 (3) N 4 (3) N 5 (3) N 6 (3) N 7 (3) N 8 (3)

N 1 (4) N 2 (4) N 3 (4) N 4 (4) N 5 (4) N 6 (4) N 7 (4) N 8 (4)

N 1 (5) N 2 (5) N 3 (5) N 4 (5) N 5 (5) N 6 (5) N 7 (5) N 8 (5)

N 1 (6) N 2 (6) N 3 (6) N 4 (6) N 5 (6) N 6 (6) N 7 (6) N 8 (6)

N 1 (7) N 2 (7) N 3 (7) N 4 (7) N 5 (7) N 6 (7) N 7 (7) N 8 (7)

N 1 (8) N 2 (8) N 3 (8) N 4 (8) N 5 (8) N 6 (8) N 7 (8) N 8 (8)

Ρ1

Ρ2

Ρ3

Ρ4

Ρ5

Ρ6

Ρ7

Ρ8

式中, N 3 (2) 表示第 2 个高斯点处形函数N 3 的值,

其余类推。

若有[N ]- 1存在, 则

[N ]- 1{Ρ3 } = [N ]- 1 [N ]{Ρ}

即　　[Ρ ]= [N ]- 1{Ρ3 }由于

[N ] =

a b c b b c d c

b c d c a b c b

b c b a c d c b

c d c b b c b a

b a b c c b c d

c b c d b a b c

c b a b d c b c

d c b c c b a b

　　其中, a = 0. 490 562 6, b= 0. 131 445 9, c =

0. 035 220 8, d = 0. 009 437 4。

则可得:

[N ]- 1 =

A B B C B C C D

B C C D A B B C

C D B C B C A B

B C A B C D B C

B A C B C B D C

C B D C B A C B

D C C B C B B A

C B B A D C C B

　　其中, A = 2. 549 038 1, B = - 0. 683 012 7,

C = 0. 183 012 7,D = - 0. 049 038 1。

2　20 结点空间等参元应力磨平

对于 20 结点空间等参元, 应力外推只是将高斯

点的应力外推到角点上, 边中结点的修匀应力可取

相邻角点修匀应力的平均值。单元应力修匀的形函

数仍按 8 结点双线性形函数修匀 (图 2)。若用三阶

高斯积分, 27 个高斯点顺次出现的局部坐标、形函

数值如表 2 所示。

图 2　20 结点空间等参元

F ig. 2　Sketch of 202nodes 3D elem ent

设 27 个高斯点的应力顺次为 Ρ3
(1) , Ρ3

(2) , ⋯,

Ρ3
(27) , 单元 8 个角点的修匀应力顺次为 Ρ1, Ρ2, Ρ3, Ρ4,

Ρ5, Ρ6, Ρ7 和 Ρ8。则有:

Ρ3
(1)

Ρ3
(2)

Ρ3
(3)

�
Ρ3

(27)

=

N 1 (1) N 2 (1) ⋯ N 8 (1)

N 1 (2) N 2 (2) ⋯ N 8 (2)

N 1 (3) N 2 (3) ⋯ N 8 (3)

� � � �
N 1 (27) N 2 (27) ⋯ N 8 (27)

Ρ1

Ρ2

Ρ3

�
Ρ8

即　　{Ρ3 }= [N ]{Ρ}

式中, N 3 (2) 表示第 2 个高斯点处形函数N 3 的值,

其余类推。

若有[N ]- 1存在,

则　[N ]- 1{Ρ3 }= [N ]- 1 [N ]{Ρ}

即　[Ρ ]= [N ]- 1{Ρ3 }
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表 2　20 结点 3 维等参元局部坐标、形函数表

T able 2　Coo rdinates and shape function of 202nodes Gauss po in t in 3D elem ent

高斯点局部坐标
Coo rdinates of 202nodes Gauss po in t

高斯点形函数
Shape function of 202nodes Gauss po in t

Ν Γ Φ N 1 N 2 N 3 N 4 N 5 N 6 N 7 N 8

- 0. 774 597 - 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 698 568 5 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 001 431 5 0. 011 270 2

- 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 000 000 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0

- 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 774 597 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 001 431 5 0. 011 270 2 0. 698 568 5 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 088 729 8

- 0. 774 597 0. 000 000 - 0. 774 597 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 006 350 8 0. 050 000 0

- 0. 774 597 0. 000 000 0. 000 000 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6

- 0. 774 597 0. 000 000 0. 774 597 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 393 649 2

- 0. 774 597 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 698 568 5 0. 011 270 2 0. 001 431 5 0. 011 270 2 0. 088 729 8

- 0. 774 597 0. 774 597 0. 000 000 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2

- 0. 774 597 0. 774 597 0. 774 597 0. 011 270 2 0. 001 431 5 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 698 568 5

0. 000 000 - 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 393 649 2 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 006 350 8

0. 000 000 - 0. 774 597 0. 000 000 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4

0. 000 000 - 0. 774 597 0. 774 597 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 006 350 8 0. 393 649 2 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 050 000 0

0. 000 000 0. 000 000 - 0. 774 597 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 028 175 4

0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 125 000 0 0. 125 000 0 0. 125 000 0 0. 125 000 0 0. 125 000 0 0. 125 000 0 0. 125 000 0 0. 125 000 0

0. 000 000 0. 000 000 0. 774 597 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 221 824 6

0. 000 000 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 393 649 2 0. 006 350 8 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 050 000 0

0. 000 000 0. 774 597 0. 000 000 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6

0. 000 000 0. 774 597 0. 774 597 0. 006 350 8 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 393 649 2

0. 774 597 - 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 088 729 8 0. 698 568 5 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 001 431 5

0. 774 597 - 0. 774 597 0. 000 000 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8

0. 774 597 - 0. 774 597 0. 774 597 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 001 431 5 0. 088 729 8 0. 698 568 5 0. 088 729 8 0. 011 270 2

0. 774 597 0. 000 000 - 0. 774 597 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 006 350 8

0. 774 597 0. 000 000 0. 000 000 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4 0. 028 175 4 0. 221 824 6 0. 221 824 6 0. 028 175 4

0. 774 597 0. 000 000 0. 774 597 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 393 649 2 0. 050 000 0

0. 774 597 0. 774 597 - 0. 774 597 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 698 568 5 0. 088 729 8 0. 001 431 5 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 011 270 2

0. 774 597 0. 774 597 0. 000 000 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0 0. 006 350 8 0. 050 000 0 0. 393 649 2 0. 050 000 0

0. 774 597 0. 774 597 0. 774 597 0. 001 431 5 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 011 270 2 0. 011 270 2 0. 088 729 8 0. 698 568 5 0. 088 729 8

由于

[N ]T =

a g b g f e b e c g f e f k o e o j b e c e o j c h d

b e c e i h c h d g f e f j i e i h a g b g f e b e c

c h d e i h b e c e i h f j i g f e b e c g f e a g b

b e c g f e a g b e i h f j i g f e c h d e i h b e c

b g a e f g c e b e f g i j f h i e c e b h i e d h c

c e b h i e d h c e f g i j f h i e b g a e f g c e b

d h c h i e c e b h i e i j f e f g c e b e f g b g a

c e b e f g b g a h i e i j f e f g d h c h i e c e b

　　其中, a = 0. 698 568 5, b= 0. 088 729 8, c =

0. 011 270 2, d = 0. 001 431 5, e = 0. 050 000 0,

f = 0. 221 824 6, g = 0. 393 649 2, h = 0. 006 350 8,

i= 0. 028 175 4, j = 0. 125 000 0。则

[N ]- 1 =

A B C B D E C E F B D E D G H E H I C E F E H I F I J

C E F E H I F I J B D E D G H E H I A B C B D E C E F

F I J E H I C E F E H I D G H B D E C E F B D E A B C

C E F B D E A B C E H I D G H B D E F I J E H I C E F

C B A E D B F E C E D B H G D I H E F E C I H E J I F

F E C I H E J I F E D B H G D I H E C B A E D B F E C

J I F I H E F E C I H E H G D E D B F E C E D B C B A

F E C E D B C B A I H E H G D E D B J I F I H E F E C
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　　式中,A = 0. 937 826 5,

B = 0. 319 369 8,

C = - 0. 299 087 0,

D = 0. 108 759 0,

E = - 0. 101 851 9,

F = 0. 095 383 3,

G= 0. 037 037 0,

H = - 0. 034 684 9,

I = 0. 032 482 1,

J = - 0. 030 419 1。

3　结　语

1) 文献[ 2 ]给出了 8 结点空间等参元应力磨平

平滑矩阵的精确值 (解析解) , 但给出的示意图未明

确高斯点的坐标及顺序, 使用不很方便。本研究求出

的 8 结点及 20 结点空间等参元应力磨平的平滑矩

阵的数值解, 与文献[ 2 ]的结果是一致的, 表明该法

精度较高。

2) 由上述推导可见, 单元应力磨平法只需 1 次

有限元计算, 而不像基于加权最小二乘法原则的总

体磨平法需 1 次位移场, 1 次应力场的 2 次有限元

计算, 工作量减少了一半。

3) 对同一结点, 由不同相邻单元求得的应力改

进值通常是不同的。

4) 在大体积混凝土温度应力计算中, 当单元足

够小时, 采用单元应力磨平法处理可以得到较好的

结果。因而单元应力磨平修匀应力法有广泛的应用

前景。
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T he repa ir of therm al st ress in ca lcu la t ion of m ass concrete

X IE Hong-we i1, 2,L IY u1, 3, CHEN Yao- long1

(1 Colleg e of W ater Conservancy and H y d rop ow er, X iπan U niversity of T echnology , X iπan, S haanx i 710048, Ch ina;
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Abstract: T he elem en ts st ress repair m atrix of 8 and 20 sim ilitude param eter node and num erica l resu lt

have been deduced u sing the p ropert ies of Gau ss po in t,w h ich have h igh p recise value of st ress, to imp rove

the node stress in th is paper. T he coo rdinate and shape funct ion of Gau ss po in t have also been calcu la ted.

Key words: concrete; therm al st ress; st ress repair
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