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试论Arch im edes 的数学思想
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　　[摘　要 ]　依据A rch im edes 的数学贡献, 尤其是A rch im edes 在求抛物线弓形面积时所创立的方法, 分析了

A rch im edes 的数学思想, 认为 A rch im edes 既善于进行巧妙的物理论证, 又善于进行严格的数学论证。由

A rch im edes 的数学思想得到的启示是: 巧妙的物理论证是科学发现的重要方法; 严格的数学论证是确立结论的必

需步骤; 要精选若干基本原理, 作为论证的基础; 要献身科学真理, 不为俗世需求所动摇。
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　　20 世纪的著名数学家、数学直观派代表人物

W eyl (1885～ 1955 年) 说过:“如果不知道远溯古希

腊各代前辈所建立和发展的概念、方法和结果, 我们

就不可能理解近五十年来数学的目标, 也不可能理

解它的成就”[1 ]。这就是说, 研究古希腊的数学思想,

对当代数学的发展仍具有很大的借鉴作用。在古希

腊的数学思想中,A rch im edes 的数学思想是非常突

出的。在物理学史中, 人们把A rch im edes (公元前

287～ 公元前 212 年)称为物理学家, 而在数学史中,

人们又把A rch im edes 与N ew ton (1642～ 1727 年)、

Gau ss (1777～ 1855 年) 并列, 合称为自古以来 3 个

最伟大的数学家[1 ]。A rch im edes 的数学思想很值得

进一步深入挖掘和研究。

1　A rch im edes 在数学史上的贡献

A rch im edes 的数学著作被数学史称为古希腊

数学的顶峰。他对圆锥曲线有非常深入的研究; 曾用

几何方法求解过一类三次方程, 还求解过含 8 个未

知量且数据很大的方程。他曾断言: 两条不等的线,

两个不等的面, 或者两个不等的体, 只要把可比较的

量中的小的扩大到适当的倍数, 便会比大的那一个

更大[2 ]。后人将他的这一论断誉称为A rch im edes 公

理。到 19 世纪, 人们才终于明白,A rch im edes 公理

是对实数连续性描述的不可缺少的重要部分, 因而

对于构建实分析的基础和体系起着重要作用[3, 4 ]。正

由于这一点, A rch im edes 才坚信 Eudoxu s (约公元

前 408～ 公元前 355 年) 的穷竭原理的正确性, 并能

随心所欲地应用穷竭原理。

A rch im edes 以极高的严格性和技巧性, 解决了

一大批在当时很难解决的数学问题, 例如: 他从少数

几个定义和公理出发, 逻辑地推论出 50 多个重要的

数学命题, 求出了圆的周长和面积, 求出了球体及球

缺的表面积和体积, 求出了抛物线弓形的面积, 求出

了螺线所包围的面积, 求出了椭球体和许多旋转体

的体积等。而这些问题的一般解法直到 17 世纪才由

N ew ton 和L eibn iz (1646～ 1716 年) 等人用微积分

方法给出。数学史认为, A rch im edes 的数学思想远

远超过了他的同时代人,A rch im edes 早已具有微积

分思想的雏形, 而且, A rch im edes 的严格性和技巧

性比微积分创始人N ew ton 和L eibn iz 高明得多[1 ]。

A rch im edes 的数学思想深邃而富有启发性。古

希腊的传记作家、历史学家 P lu tarch (约 46～ 120

年) 曾这样赞扬A rch im edes:“把这样困难的题目解

决得如此简单和明白, 在数学里没有听说过, 假如有

谁尝试一下自己解这些题目, 他会什么也得不到。但

是, 如果他熟悉了A rch im edes 的解法, 那么他就会

立刻得出这样的印象: 这个解法他自己也会找到。

A rch im edes 用如此容易和简明的方法把我们引向

目的”[5 ]。A rch im edes 的贡献如此之大, 以至于微积

分创 始 人 之 一 L eibn iz 也 曾 感 叹 说: “了 解

A rch im edes 与A po llon iu s 的人, 对后代杰出人物的

成就不会再那么钦佩了”[1 ]。
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2 　 从 抛 物 线 弓 形 面 积 问 题 看

A rch im edes 的数学思想

A rch im edes 曾用两种巧妙而严格的方法求抛

物线弓形的面积。由于A rch im edes 的表述方式和现

代的表述方式差距太大, 为了便于阅读理解, 采用现

代表述方式, 但是, 将仍忠实于A rch im edes 的思想。

A rch im edes 要解决的问题是: 在抛物线 y
2 =

2p x 上, 任取 A (x 1, y 1) , B (x 2, y 2) 两点, 求抛物线

y
2= 2p x 与弦A B 所围平面图形的面积S。不失一般

性, 设 P > 0。为方便计, 该面积S 以后简称为张在弦

A B 上的抛物线弓形的面积。

2. 1　力学方法 (杠杆原理)

该方法写在A rch im edes 的论文《论力学定理、

方法》中。这篇论文A rch im edes 写好后寄给他的朋

友 E rato sthenes (公元前 276～ 公元前 195 年) , 一直

被认为丢失了。但是, 1906 年, 希腊数学家、历史学

家H eiberg 终于在君士坦丁堡发现了这篇重要的文

献[6 ]。

在抛物线 y
2 = 2p x 上, 任取 A (x 1, y 1 ) , B (x 2,

y 2) 两点 (y 2> y 1) , 则弦A B 的方程为 x =
y 1+ y 2

2p
y -

y 1y 2

2p
, 过弦A B 上任意点Q (x , y ) , 作抛物线对称轴

的平行线, 交抛物线于R , 则Q R 的长度为。

Q R =
1

2p
(y 2 - y ) (y - y 1)。

　　由此可知, 过弦A B 的中点 F (x 0, y 0) , 作抛物

线对称轴的平行线, 交抛物线于G , 则 FG 的长度为

FG =
1

8p
(y 2- y 1) 2。过点A 作抛物线对称轴的平行

线, 交B G 的延长线于 E , 延长 A E 到 C , 使 A E =

EC。延长Q R 交B E 于 T , 交B C 于H 。又延长B E

到W , 使 B E = EW 。易知 A C =
1

2p
(y 2 - y 1 ) 2, 且

△A B C 的面积为

S 3 =
1

4p
(y 2 - y 1) 3。

由于

T E
EW

=
y - y 1

y 2 - y 1
=

1
2p

(y 2 - y ) (y - y 1)

1
2p

(y 2 - y ) (y 2 - y 1)
=

1
2p

(y 2 - y ) (y - y 1)

1
2p

(y 2 - y 1) 2 y 2 - y
y 2 - y 1

=
Q R

A C
Q H
A C

=
Q R
Q H

。

　　A rch im edes 的思想巧妙之处是: 选取点 E 为支

点, 如果将线段Q R 集中放置在点W 处, 则与线段

Q H 平衡; 由此进一步断言: 选取点 E 为支点, 如果

将张在弦A B 上的抛物线弓形集中放置在点W 处,

则与△A B C 平衡。根据杠杆原理, 张在弦A B 上的

抛物线弓形面积即为△A B C 面积的 1ö3, 即

S =
1
3

S 3 =
1

12p
(y 2 - y 1) 3。

　　由此可见, A rch im edes 善于灵活运用物理原

理, 通过巧妙的物理论证, 发现数学结论。

2. 2　几何方法 (穷竭原理)

该方法写在A rch im edes 的著作《论抛物线的求

积法》中。在该著作中,A rch im edes 先简述了求抛物

线弓形的力学方法, 但面积的选取与上面所述不同,

然后, A rch im edes 并未满足于物理论证, 而是紧接

着详述了几何方法, 这是一种严格的数学论证方

法[1 ]。

过弦A B 的中点 F (x 0, y 0) , 作抛物线对称轴的

平行线, 交抛物线于 G , 注意到 y 0 =
1
2

(y 1+ y 2) , 及

过点G 所作抛物线的切线为 yy 0= p x +
1
2 y

2
0, 显然,

该切线与弦A B 平行。设△A B G 的面积为 S 0, 则

S 0=
1

16p
(y 2 - y 1) 3, 并且张在弦A B 上的抛物线弓

形面积 S 满足

S 0 < S < S 0 + S 0,

对张在弦A G 和GB 上的抛物线弓形作完全相同的

分析得

S 0 +
1
4

S 0 < S < S 0 +
1
4

S 0 +
1
4

S 0,

重复这种分析即得

S 0 (1 +
1
4

+
1
42 + ⋯ +

1
4n ) < S <

S 0 (1 +
1
4

+
1
42 + ⋯ +

1
4n +

1
4n ) ,

注意到对于任意的自然数 n , 均有

1 +
1
4

+
1
42 + ⋯ +

1
4n +

1
3

õ 1
4n =

4
3

,

因而, A rch im edes 根据穷竭原理得出结论: 张在弦

A B 上的抛物线弓形面积恰为△A B G 面积的 4ö3,

不可能更大, 也不可能更小, 即

S =
4
3

S 0 =
1

12p
(y 2 - y 1) 3。

　　在这里,A rch im edes 虽然表面上没有用极限的

表述形式, 但他仍然根据穷竭原理作出了完全等价

和非常严格的论证, 使结论无可置疑。由此可见,
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A rch im edes 还善于通过严格的数学论证使结论得

到进一步确立。

3　A rch im edes 的数学思想带给我们
的启示

3. 1　巧妙的物理论证是科学发现的重要方法

A rch im edes 用杠杆原理求抛物线弓形的面积,

是A rch im edes 通过物理论证得出数学结论的一个

很好的范例。A rch im edes 是这样评价他的物理论证

方法的:“我相信这个方法会对数学起不小的作用”,

“甚至对于证明定理本身也同样有用”,“一旦这个方

法确立之后, 有些人, 或者是我的同时代人, 或者是

我的后继者, 就会利用这个方法又发现另外一些定

理, 而这些定理是我所没有想到的”[7 ]。A rch im edes

启示我们, 物理世界能为我们提供生动的数学模型,

在这些模型中, 复杂的数学过程常常是自动完成的,

要善于利用这些模型, 借助巧妙的物理论证, 直接发

现数学结论。

例如: 根据独立作用原理, 设物体在平面上绕坐

标原点作逆时针方向的等速圆周运动, 又设半径为

1, 角速度为 1, 则该运动可以分解为 x 方向和 y 方

向上的两个独立的分运动:

x = co st, y = sin t。

注意到圆周运动速度矢量的方向为切向, 其在 x 方

向和 y 方向上的投影恰为 x 方向和 y 方向上的两

个分运动的速度:

v x = - sin t, v y = co st。

我们实际上通过物理论证得到了如下重要结论:

(co sx ) ′= - sinx , ( sinx ) ′= co sx。

3. 2　严格的数学论证是确立结论的必需步骤

A rch im edes 把物理论证作为发现数学结论的

方法是很成功的。但是, A rch im edes 从未满足于物

理论证, 他总是紧接着寻求更严格的数学论证方法。

A rch im edes 用杠杆原理得到抛物线弓形的面积后,

又成功地用穷竭原理作出了更严格的几何证明。由

此不难理解, 为什么 17 世纪的数学家在创建微积分

时, 常常把A rch im edes 作为数学论证的榜样[4 ]。

我们前面用独立作用原理所得到的结果是可信

的, 但还需要补充更严格的数学论证。

又如: 我们考察曲线 y =
1
x
下, 区间[ 1, x 0 ]上的

平面图形的面积S (x 0)。根据祖氏原理 (“幂势既同,

则积不容异”) , 或根据守恒原理, 易知 S (x 0) 满足对

数律[8 ]。可以严格证明, S (x 0) = ln (x 0)。实际上, 用

直线 x = x
i
n
0 (其中 i= 1, 2, ⋯, n- 1)将该平面图形分

为 n 份, 设其面积分别为 S 1, S 2, ⋯, S n , 显然

1 - x - 1
n0 = x

- i
n

0 (x
i
n
0 - x

i- 1
n

0 < S i <

x - i- 1
n0 (x

i
n
0 - x

i- 1
n

0 ) = x
1
n
0 - 1,

记 S = S (x 0) , 则有

n (1 - x - 1
n0 < S < n (x

1
n
0 - 1) ,

(1 + S ön) n < x 0 < (1 - S ön) - n

由此知

x 0 = exp (S ) , S (x 0) = ln (x 0)。

我们实际上用严格的数学论证证明了如下重要结

论:

∫
x 0

1
(1öx ) õ dx = ln (x 0) , ( lnx ) ′= 1öx。

3. 3　要精选若干基本原理, 作为论证的基础

A rch im edes 的科学思想远远超过他的同时代

人, 这不仅因为他科学思想的深邃, 更因为他善于把

他的结论抽象提高为原理, 并且坚信不疑, 进而作为

以后论证的基础。因而, A rch im edes 在建立科学概

念和构建科学体系中的作用是非常巨大的。

A rch im edes 在其著作《论球和圆柱体》中, 提出

了 5 条公理[2 ] , 作为其数学论证的出发点, 其中的第

五公理, 就是著名的A rch im edes 公理, 它在数学中

的地位已如前所述。

A rch im edes 发现浮力原理时, 兴奋之极, 竟然

跳出了浴盆, 赤身跑到叙拉古城的大街上高喊:

“Eu reka! Eu reka!”后人为了纪念他, 称浮力原理为

A rch im edes 原理[6 ]。

A rch im edes 首次提出了杠杆原理, 并把它推向

极致。他被杠杆原理所感动, 在给国王H ieron 的一

封信中宣称:“给我一个支点, 我就能移动地球。”尤

其值得称赞的是他还把杠杆原理用于求复杂图形的

面积和体积, 获得了许多惊人的重要数学结论[6 ]。

受A rch im edes 的启发, 我们也把物理世界中的

一些普遍适用的基本自然原理, 作为进一步论证的

基础。我们认为, 这些原理应该包括独立作用原理、

守恒原理、穷竭原理、最佳原理、加法原理、乘法原理

等。我们已经根据独立作用原理、守恒原理等, 得出

了一些基本初等函数微积分的基本结果, 在微积分

法中, 再根据加法原理建立分部法, 根据乘法原理建

立换元法, 便能从这些结果出发, 推导出一整套完整

的初等函数微积分学[8 ]。

3. 4　要献身科学真理, 不为俗世需求所动摇

P lu tarch 说:“A rch im edes 志气如此之高, 心灵
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如此之幽深, 科学知识如此之丰富, 以致虽然他的这

些发明使人们把他看得神乎其神”, 他却“把所有直

接为了使用和谋利的机械和技巧都看作是卑贱之

事, 而一心追求那美妙的不夹杂俗世需求的学问。”

我们从A rch im edes 发现浮力原理时忘乎所以的兴

奋举动中, 就可以体会到这一点[1 ]。据记载, 公元前

212 年罗马人攻入叙拉古时, A rch im edes 仍在专心

致志地研究数学, 罗马士兵杀害他时, 他说的最后一

句话竟是:“不要动我的图!”正如哲学家、数学家

W h itehead (1861～ 1947 年) 所说: A rch im edes 是唯

一一位“由于全神贯注于对一个数学图形的冥想而

丧生”的数学家[6 ]。罗马人为了谢罪, 也为了表示对

A rch im edes 的敬意, 后来为A rch im edes 建造了一

座费工很多的陵墓, 墓碑上铭刻了A rch im edes 所发

现的一个重要定理, 作为对A rch im edes 的永久纪

念[1 ]。A rch im edes 献身科学真理的精神永远值得我

们学习。
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O n A rch im edean m athem at ica l though t

W ANG Na i-x in ,W U Yang-hui
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: A cco rd ing to A rch im edeπs con tribu t ion fo r m athem atics, especia lly acco rd ing to A rch im edeπs

m ethods to find the area of a parabo lic arch, th is art icle analysed the A rch im edean m athem atica l though t,

con sidered that A rch im edes w as adep t a t m ak ing no t on ly the ingen iou s physica l deduct ion, bu t a lso the

st rict m athem atica l deduct ion. A rch im edean m athem atica l though t g ives u s the in sp ira t ion: the ingen iou s

physica l deduct ion is the impo rtan t m ethod of the scien t if ic d iscovery; the st rict m athem atica l deduct ion is

the necessary step to confirm the resu lt; the severa l basic p rincip les to be selected act as foundat ion of de2
duct ion; devo te oneself to the scien t if ic t ru th and do no t seek secu lar p rofit.
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