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近亲繁殖下一对等位基因群体的熵性质
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　　[摘　要 ]　研究了在近亲繁殖下一对等位基因群体的基因库信息熵和基因型信息熵,并讨论了在世代交替中

基因型信息熵的性质、配子间的互信息性质及其与近交系数的关系,并定义了配子间的近交关联信息系数。结果表

明,应用信息论模型研究群体遗传学与统计学方法具有一致性,而且还具有信息学含义。
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　　群体遗传学是研究孟德尔群体世代传递中基因

频率变化规律的科学。世代传递的过程本身是一个

信息传递的过程,因此其研究的数学模型不应仅限

于统计学模型,信息论模型也应是其重要的研究内

容。国内学者[1, 2 ]在用信息论研究群体遗传学方面已

作了一些有意义的工作。本研究以群体遗传学的信

息论模型为基础,研究了一对等位基因的群体在近

亲繁殖制度下,达到平衡时群体的熵性质,以此丰富

群体遗传学的内容,并为以信息论为工具研究遗传

学问题打下基础。

1　基因型信息熵

设一对等位基因位点基因库信源为:

(A , P ) : (A , a) = (p , q) (1)

对应的群体若为平衡群体,则基因型 (正反交分开)

信源为:

(G 0, P ) : (A A ,A a , aA ,A A ) = (p
2, p q, p q, q

2) (2)

式中, 0≤p , q≤1, p + q= 1。

从群体 (2)开始,群体中出现了某种程度的近亲

繁殖,即出现了配子间相关,则在配子随机结合中,

使纯合体基因型频率增加,杂合体基因型频率减少,

偏离了随机交配[3 ] ,其基因型信源为:

(G F , P ) : (A A ,A a , aA , aa) =

(p 2 + Ε, p q - Ε, p q - Ε, q2 + Ε) (3)

式中, Ε为两性配子的协方差, 0≤Ε≤p q。若 F 为两

性配子的相关系数,即为近交系数,则 Ε= Fp q, 0≤F

≤1。相应地 (3)式又可写成:

(C F , P ) : (A A ,A a , aA , aa) = (p 2 +

F p q, p q - F p q, p q - F p q, q2 + F p q) (4)

　　这种规律称为W righ t 平衡定律。根据W righ t

平衡定律,从群体 (3)或 (4)开始,在施以随机交配的

世代交替中, 若 F 保持不变, 则群体 (3)或群体 (4)

保持不变。

从群体 (2)开始,在遗传同型交配制度下,随世

代交替,群体最终趋向于:

(G 1, P ) : (A A ,A a , aA , aa) = (p , 0, 0, q) (5)

　　根据 Shannon 信息熵的定义, (1)的基因库信

息熵为:

S (A ) = p lnp - q lnq (6)

群体 (2)的基因型信息熵 (正反交分开)为:

S (G 0) = - p 2 lnp 2 - 2p q lnp q - q2 lnq2 (7)

群体 (3)或 (4)的基因型信息熵 (正反交分开)为:

S (G F ) = - (p 2 + Ε) ln (p 2 + Ε) - 2 (p q - Ε)

ln (p q - Ε) - (q2 + Ε) ln (q2 + Ε) (8)

或

S (G F ) = - (p 2 + F p q) ln (p 2 + F p q) -

2 (p q - F p q) ln (p q - F p q) -

(q2 + F p q) ln (q2 + F p q) (9)

群体 (5)的基因型信息熵为:

S (G 1) = - p lnp - q lnq (10)

2　基因型信息熵的性质

根椐国内学者的研究[1, 2 ] ,在随机交配制度下,

基因型信息熵有如下性质:

性质 1　在随机交配制度下,具有基因库 (1)的

群体达到平衡群体 (2)时, 基因型信息熵最大, 为
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S (G 0)。

性质 2　在随机交配制度下,具有基因库 (1)的

群体达到平衡群体 (2)时,基因型信息熵和基因库信

息熵满足:

S (G 0) = 2S (A )。

　　性质 3　在随机交配制度下,当 p = q= 1ö2时,

群体 (1)的基因库信息熵达到最大值,且最大值为:

S (A )m ax = ln2。

　　性质 4　在随机交配制度下,当 p = q= 1ö2时,

平衡群体 (2)的基因型信息熵达到最大值,且最大值

为:

S (G 0)m ax = 2ln2。

　　性质 5　在遗传同型交配制度下,平衡群体 (2)

最终趋向于群体 (5) ,群体 (5)基因型信息熵和基因

库信息熵相等,即

S (G 1) = S (A ) = S (G 0) ö2。

　　从群体 (2)开始,群体中出现了某种程度的近亲

繁殖,则在世代交替中其基因型信息熵具有如下性

质:

性质 6　从平衡群体 (2)开始,在近亲繁殖制度

下,其基因型信息熵逐代减少。

证明:从平衡群体 (2)开始之后的每一代,在近

亲繁殖制度下,基因型频率为 (3)式,基因型信息熵

为:

S (G F ) = - (p 2 + Ε) ln (p 2 + Ε) - 2 (p q - Ε)

ln (p q - Ε) - (q2 + Ε) ln (q2 + Ε)

将 Ε看作是在[ 0, p q ]内连续取值的变量,在开区间

(0, p q)内对 Ε求导数
d S
d Ε = - [1 + ln (p 2 + Ε) ] + 2[1 + ln (p q - Ε) ] -

[1 + ln (q2 + Ε) ] = - ln (p 2 + Ε) +

2ln (p q - Ε) - ln (q2 + Ε) =

ln
(p q - Ε) 2

(p 2 + Ε) (q2 + Ε) < ln
(p q) 2

p 2q2 = 0

　　这说明 S (G F )是关于 Ε的减函数,从而在世代

交替中, 随 Ε的不断增加, 其基因型信息熵逐代减

少。

性质 7　从平衡群体 (2)开始,在某种固定的近

亲繁殖制度下,其基因型信息熵满足:

S (G 1) = S (G 0) ö2≤ S (G F ) ≤ S (G 0)。

　　证明: 由性质 6知,从平衡群体 (2)开始之后的

每一代, 在固定的近亲繁殖制度下, 基因型信息熵

S (GF )逐代减少。而当 Ε= 0时, S (G F ) = S (G 0) ;当 Ε
= p q时, S (G F ) = S (G 0) ö2。所以有 S (G 1) = S (G 0) ö

2≤S (G F )≤S (G 0)。

性质 8　从平衡群体 (2)开始,在近亲繁殖制度

下,其基因型信息熵逐代减少的速度不断减小。

证明:由性质 6 的证明知,群体 (2)的基因型信

息熵变化率为:

d S
d Ε = - ln (p 2 + Ε) + 2ln (p q - Ε) - ln (q2 + Ε)

再对 Ε求导数
d2S
d Ε2 =

d
dΕ(dS

dΕ) = -
1

p 2 + Ε-
2

p q - Ε-
1

q2 + Ε< 0

　　这说明dS
dΕ是关于 Ε的减函数,从而在世代交替

中,随 Ε的不断增加,其基因型信息熵减少的速度逐

代减慢。

性质 9　当 p = q=
1
2
时,

dS
dΕ是关于 Ε递减的上

凸函数;当 p≠q时,存在 Ε0∈ (0, p q) ,使得dS
dΕ在[ 0,

Ε0 ]上是关于 Ε递减的上凹函数,在[Ε0, p q ]上是关于

Ε递减的上凸函数。

证明:由性质 8知,
d2S
dΕ2 =

d
dΕ(dS

dΕ) < 0,则dS
dΕ是关

于 Ε的减函数。更进一步,在开区间 (0, p q)内,将d2S
dΕ2

再对 Ε求导数
d3S
dΕ3 =

d
dΕ(d2S

dΕ2 ) =
1

(p 2 + Ε) 2 -
2

(p q - Ε) 2 +
1

(q2 + Ε) 2

由于d3S
dΕ3 =

d2

dΕ2 (dS
dΕ)。于是, 当 p = q=

1
2
时,

d3S
dΕ3 =

2

( 1
4

+ Ε) 2
-

2

( 1
4

- Ε) 2
< 0, 即dS

dΕ是关于 Ε的上凸函

数;当 p≠q 时, lim
Ε→0

d3S
dΕ3 = ( 1

p 2 -
1
q2 ) 2 > 0, lim

Ε→p q

d3S
dΕ3 =

- ∞,则存在 Ε0∈ (0, p q) ,使得d3S
dΕ3

Ε= Ε0

= 0。在 (0,

Ε0 )内d3S
dΕ3 > 0,则dS

dΕ在[ 0, Ε0 ]上是关于 Ε递减的上凹

函数; 在 (Ε0, p q)内d3S
dΕ3 < 0, 则d S

d Ε在 [ Ε0, p q ]上是关

于 Ε递减的上凸函数。
基因型信息熵的大小反映了群体多型性的丰富

程度。以上性质恰好说明:从平衡群体 (2)开始,在固

定的近亲繁殖制度下,群体的基因型多态性递减的

过程和基因型信息熵递减的过程一致。因此,其纯合

度逐代增加而杂合度逐代减少,可以通过基因型信

息熵指标反映。从随机交配的平衡状态 (2)达到近亲

繁殖制度下的极限状态,是群体从多型共存到群体

纯合化的过程,这也正好从基因型信息熵的变化过
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程得到反映。经过无穷代后,群体达到极限状态,基

因型信息熵达到最小值,群体完全纯合。但是,随世

代数的增加,这种递减趋势越来越慢。

3　配子间信息熵的性质

群体 (3)配子间联合频率分布为:

(X , Y ) A a

A p
2+ Εp q p q- Εp q

a p q- Εp q q
2+ Εp q

其中X , Y 分别对应着雄、雌配子。

在近亲繁殖制度下, 群体 (3)基因频率世代不

变,所以配子库信源和基因库信源 (1)相同,配子库

信息熵为

S (X ) = S (Y ) = S (A ) (11)

　　因为配子间联合频率分布信源和基因型信源一

致,所以配子间联合信息熵为

S (X Y ) = S (G F ) (12)

　　再根据 Shannon 平均互信息定义,配子间平均

互信息为:

I (X , Y ) = S (X ) + S (Y ) - S (X Y ) (13)

把 (11) , (12)式代入 (13)式中,得

I (X , Y ) = S (G 0) - S (G F ) (14)

　　由群体 (3)基因型信息熵 S (GF )性质 6, 7, 8 可

得配子间平均互信息性质:

性质 10　从平衡群体 (2)开始,在近亲繁殖制

度下,配子间平均互信息 I (X , Y )是关于 Ε单调递增

的上凹函数,且 0≤I (X , Y )≤S (X ) = S (Y ) = S (A )

= S (G 1) = S (G 0) ö2。

平均互信息反映的是配子间的信息交流程度。

性质 10说明,在近亲繁殖制度下,随世代交替,配子

间的信息交流逐代增加,直到极限状态时达最大。此

时群体完全纯合,基因库信源和基因型信源一致,亲

代向子代传递的信息是全部基因库信源 (或基因型

信源)的信息。

性质 10 给出了配子间平均互信息和近交系数

F 之间的关系式,即 0≤I (X , Y )≤S (X )。

定义　在近亲繁殖下, 称 I (X , Y ) öS (X )或 I

(X , Y ) öS (Y )为配子间的近交关联信息系数,记作

I F = I (X , Y ) öS (X ) = I (X , Y ) öS (Y )。

　　由性质 10及 Ε= F öp q可证:

性质 11　I F 是关于 F 在[ 0, 1 ]上的增函数,且

0≤I F≤1。当 F = 0时, I F = 0;当 F = 1时, I F = 1。

性质 11说明,配子间的近交关联信息系数I F随

近交系数 F 的增大而增大,二者反映的问题是一致

的,且取值范围相同。F 是统计意义下配子间的相关

系数,而 I F 则从信息学的角度反映了配子间的相对

关联程度。

以上引入了信息论模型,研究在一定近亲繁殖

制度下群体基因库的变化规律,并得到了一些信息

熵性质。这些结果不仅和统计模型一致,而且有其信

息论意义。由于熵是描述发展和进化的,因而用信息

论方法研究群体遗传学具有其重要意义。
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Abstract: T h is paper in troduces the en tropy of the genepoo l and the genetype of a pair a lleles

popu la t ion in inb reeding, and demon stra tes the character of genetype en tropy, the character of in ter2
zygo teπs in teren tropy, and the rela t ion betw een the la t ter and coeff icien t of inb reeding in the genera t ion
change. T he resu ltes show es that: the u t iliza t ion of info rm at ion model on popu la t ion genet ics no t on ly has

good un ifo rm ity w ith sta t ist ica l m ethod, bu t a lso has the info rm at ica l sign if icance.

Key words: a pair a lleles; Shannon en tropy; genetype en tropy; in teren tropy
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