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常用费歇判别准则的比较
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　　[摘　要 ]　对费歇判别分析中用于判别样品归属的几个常用判别准则进行了讨论和比较, 认为用临界值准则

判别的正确率较小, 即使用改进的临界值准则也未必能得到较大的改善, 而利用马氏距离法一般可得到更好的判

别效果。在分析的基础上, 提出了一种新的马氏距离法。
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　　费歇判别分析是运用方差分析的思想, 利用已

知样本的分类, 用多元函数极值思想, 通过使类间方

差达到最大而类内方差达到最小, 来求判别函数的

一种判别分析方法。建立好判别函数后, 需要一定的

判别准则来判断样品的归属, 常用的准则有临界值

法和马氏距离法两种[1～ 3 ]。在实际应用中, 由于人们

对这两种方法的原理及其适用情况了解不够, 一般

教科书上也很少提及, 常常导致一些应用上的混乱。

本研究拟就这两种方法进行讨论和比较, 指出各自

的优缺点, 以期能对其正确应用提供一定的参考, 同

时提出一种新马氏距离法。

1　常用费歇判别准则

1. 1　费歇判别函数

　　费歇判别思想是将各类 (组)数据投影到某一个

方向, 使得各类数据的投影尽可能地分开。若从 k 类

分别取得m 维观察值: G 1: X
(1)
1 , X

(1)
2 , ⋯X

(1)
n1 , ⋯; G k:

X
(k )
1 , X

(k)
2 , ⋯, X

(k )
nk
。令 y (X ) = a

T
X 为X 以 a 为法向

方向的投影。费歇判别分析借用方差分析的思想来

判别类与类之间是否尽可能地分开, 即要使每个类

中 y 值离散程度越小越好, 不同类之间的 y 值离散

程度越大越好。经数学推导求 a 归结为一个条件极

值:

a T 2
^

a = 1

a TB a = m ax

式中, 2
^
为类内协方差阵的无偏估计, 2

^
=

1
(n- k )L X X

(在建立判别函数时, 本文仅讨论这种情况) ; B , L X X

分别为类间和类内的离差阵。若 2
^
可逆, 可求得上式

的非零特征根为: Κ1≥Κ2≥⋯≥Κr ( r≤m ) , 相应的特

征向量为: a 1, a 2, ⋯, a r, 由此得费歇判别函数:

y t = a T
t X , 　　t = 1, 2, ⋯, r (1)

　　第一个判别函数 y 1 的判别效率最大, 当只用一

个判别函数时, 常将 y 1 记作 y。各判别函数之间是

互不相关的。

1. 2　常用判别准则比较

当得到费歇判别函数后, 判断样品归属常用的

方法有:

(1)临界值法: 计算每一类的 yθ ( i) = a
T
Xϖ ( i)值。将

yθ (1) , yθ (2) , ⋯, yθ (k)由小到大重新排序为:

yθ (1)
3 ≤ yθ (2)

3 ≤⋯≤ yθ (k)
3 (2)

　　此时将类的原编号重新编号, 将 k 个平均值每

相邻 2 个取加权平均, 即

yθ ( i)
c =

1
n i + n i+ 1

(n iy
θ ( i)

3 + n i+ 1yθ ( i+ 1)
3 ) (3)

式中, i= 1, 2, ⋯, k - 1, 用 yθ (1)
c , yθ (2)

c , ⋯, yθ (k- 1)
c 作为 y

= a
T
X 判别的临界值, 若一个样品X 满足 yθ ( i)

3 < y <

yθ ( i+ 1)
3 , 当 y ≥yθ ( i)

c 判定X 属于第 i+ 1 类; 当 y < yθ ( i)
c ,

则判定X 属于第 i 类。

这种方法的优点是当第一个判别函数 y 1= a T
1 X

的效果 (指判别能力或效率, 它等于
Κ1

∑Κj

或回判正

确率)较好时, 该方法简便直观, 但当各类 n i 或 Ρδi 相

差较大时, 方法显得粗糙, 易造成较大偏差。因此又

有改进方法:

yθ ( i)
c =

Ρδi+ 1yθ ( i)
3 + Ρδiy

θ ( i+ 1)
3

ΡδI + Ρδi+ 1
(4)
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式中, Ρδi 为相应新排类判别函数值的标准差。这种方

法有益于解决 n i 或 Ρδi 相差大的问题, 但仅适用于第

一个判别函数判别效果好的情况, 当要用多个判别

函数时就不方便了。

(2) 马氏距离法。计算任一样品X 的判别函数

值 y 1= a
T
1 X , 求它与第 i 个总体的马氏距离:

d
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1 Λδ i) T (a
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1 2δia 1) - 1 (a
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T
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T
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i= 1, 2, ⋯, k (5)

若 d
2
l = m in

1≤i≤k
{d

2
i }, 则判X∈G l。

若用 Y 1= a
T
1 X 判别的效率很低, 可相继计算 Y 2

= a
T
2 X , Y 3 = a

T
3 X , ⋯, Y s = a

T
1 X (s≤r)。则判别函数

为: w (X ) = (a 1, a 2, ⋯, a s) T
X = A

T
X , A = (a 1, a 2, ⋯,

a s)。对于样品X 求w (X )与各总体的马氏距离:

d
2
i = (X - Λδ i) T

A (A T 2
^

iA ) - 1
A

T (X - Λδ i) (6)

则有如下判别规则: 若 d
2
l = m in

1≤i≤k
{d

2
i }, 则判

BZ〗∈G l。其中各总体 (各类)均值 Λi估计值为: Λδ i=

Xϖ ( i) , 协方差阵 2 i 估计值为: 2
^

i=
1

n i- 1L
( i)
X X。

这种方法适用于要用多于一个判别函数的情

况, 但计算量大, 在实际中较少使用, 常用的是:

d
2
i = ∑

s

j = 1
(a

T
j X - a jXϖ ( i) ) 2= ∑

s

j= 1
(y i- yθ ( i)

j ) 2　 (s< m )

(7)

这种方法计算 d
2
i 较用 (6) 简单得多, 但用它的

前提是使用合并组内协方差矩阵对样品归类, 即公

式 (6)中 2
^

i 皆用 1
n- k

L X X 代替 (此时A
T 2

^
A = 1)。这种

方法用得最为广泛, 这时的马氏距离即为欧氏距离。

考虑到每个判别函数的判别能力不同, 有时也用 d
2
i

= ∑
s

j= 1
(y j - yθ ( i)

j ) 2Κj。

1. 3　新马氏距离

本研究提出的不同于上面所介绍的两种马氏距

离法的新马氏距离法, 其根本思想是基于按各类协

方差矩阵进行分类的马氏距离法, 但不同于式 (5)和

(6)的是, 这里各类的协方差不是原始数据阵的协方

差阵, 而是各类样品判别函数得分值的协方差阵。它

的步骤是: 按前面所述求出 n 个样品的 s 个判别函

数得分值, 然后用它们作为新的变量求出各类的协

方差阵 S
( i) , 最后计算

d
2
i = (X - Xϖ ( i) ) T

A (S
( i) ) - 1

A
T (X - Xϖ ( i) ) =

(y - yθ ( i) ) T (S
( i) ) - 1 (y - yθ ( i) ) (8)

按 d
2
i 的大小进行分类, 当第一个判别函数判别

效果好时, (8) 式中的A 可用 a 1 代替。易证 S
( i) =

A
T 2

^

iA , 所以, 理论上用此马氏距离和用公式 (6) 计

算的马氏距离是一样的。

2　实　例

拟对陕西省进行喷灌区划, 其一级区预分 3 类,

为说明判别的方法, 这里仅选出 3 个比较重要的变

量, 并以从陕南、关中、陕北地区选择的 27 个变量作

为样本 (第 1 类 15 个, 第 2 类 3 个, 第 3 类 9 个) [1 ]。

由所给数据得到 2 个判别函数 y 1 和 y 2。由 y 1

得到 3 类均值的判别分数为 2. 000, - 1. 941,

- 2. 686, 则 yθ (1) > yθ (2) > yθ (3) , 可不重新排序, 计算得

2 个临界值分别为: yθ (1)
c = 1. 343, yθ (2)

c = - 2. 500。将

各样品数据代入判别函数, 得判别分数 (略)。

由临界值原则可判得前 1～ 6, 8, 10, 12 样品属

于第 1 类, 7, 9, 11, 13～ 18, 27 样品属于第 2 类, 19

～ 26 样品属于第 3 类。错判 7 个 (其中有 6 个原属

于第 1 类错判为第 2 类) , 判别结果的正确率为

74. 074% , 不到 85%。易看出造成这种现象的原因

是第 1 类有 15 个样品, 第 2 类仅有 3 个样品, 所以

yθ (1)
c 明显偏于 yθ (1)。由此看出, 当各类样品数相差较

大时, 用类间临界值来分类回判正确率不高。

由 (4)式计算加权临界值为: yθ (1)
c = 1. 159, yθ (2)

c =

- 2. 285。由此临界值判别结果为 1～ 6, 8～ 10, 12 为

第 1 类, 7, 11, 14～ 18, 27 为第 2 类, 其余为第 3 类,

错判 5 个, 回判结果正确率为 81. 48%。

分别以第一、二判别函数值为横、纵坐标, 给出

各样品的散点图 (图 1)。

图 1　陕西灌区区划样品散点图

◇. 类 1; □. 类 2; △. 类 3

F ig. 1　T he Scatterp lo ts of the sp rink ling

irrigation areas in Shaanx i

◇. C lass 1; □. C lass 2; △. C lass 3

由图 1 可以明显看出, 只要把第 1 个临界值缩

小, 如为 0. 000, 那么所有第 1 类样品就皆属于第 1
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类, 只有 27 号样品原属第 2 类被判为第 3 类, 判别

正确率达 96. 30%。

分别用公式 (5) 和 (6) 判别, 判别正确率分别为

92. 59% (错判 2 个, 第 18 个样品判为第 3 类, 第 27

个样品判为第 2 类) 和 100% , 用公式 (7) 判别情况

和用公式 (5) 所得结果一致, 用公式 (8) 判别正确率

也为 100%。

3　结论和讨论

(1)用临界值准则判别的正确率较小, 除非第一

判别函数的判别效率很高, 特别当各类样品数相差

悬殊时, 临界值明显偏于样品数大的一类。即使用改

进的临界值准则也未必能得到较大的改进。当总样

品数不是很大, 且前两个判别函数的判别效果较好

时, 用如图 1 的图示法也不难获取 1 组较好的临界

值。

(2) 用马氏距离法一般可得到比临界值准则法

更好的判别效果, 举例中用公式 (5)计算马氏距离的

判别正确率远高于用临界值准则。在用马氏距离法

时, 用多个判别函数比用 1 个判别函数效果好, 即用

公式 (6)比用公式 (5)好。按各类协方差矩阵进行分

类比使用合并组内协方差矩阵的判别效果好, 即用

公式 (6) 比用公式 (7) 好, 因为前者充分考虑到各类

协方差矩阵的区别, 但用 (6) 式计算量大, 一般较少

用。本研究提出的新马氏距离法的公式 (8) 和公式

(6)是等效的, 此法的主要特点是计算马氏距离用各

类样品判别函数得分值而不用原始数据, 充分体现

了判别分析的降维作用, 使判别分析的统计意义更

明显, 有利于作进一步的统计分析。
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Com parison of severa l comm on discrim ina te criter ia

in F isher d iscrim ina te ana lysis
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Abstract: T he art icle d iscu ssed and compared a few common discrim inate criteria u sed fo r samp le

catego rizing in F isher d iscrim inate analysis. T he study show ed that the resu lt of u sing M ahalanob is

d istance criteria is bet ter than u sing crit ica l value criteria in F isher d iscrim inate analysis. Even if u sing the

imp roved crit ica l value criteria, the resu lt does no t imp roved. A new M ahalanob is d istance crit ica l is

show n.
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