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用线性算子刻画迭代内插空间
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　　[摘　要 ]　用 K 方法构造迭代内插空间, 并用线性算子对其逼近性质进行刻画。其结果可以应用到许多具体

线性算子上去。
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　　令 (A 0, A 1 ) 为 1 对空间偶, (A 0, A 1 ) K
Η, q = (A 0,

A 1) Η, q (0< Η< 1, 1≤q≤∞) , 对 a∈ (A 0,A 1) Η, q其范数

可以定为[1 ]:

‖a‖Η, q = (∫
∞

0
( t- ΗK ( t, a) ) q d t

t
)

1
q , 1 ≤ q ≤+ ∞,

‖a‖Η, ∞ = sup
t

t- ΗK ( t, a) ,

这里

K ( t, a) = inf
a= a0+ a1

(‖a0‖A 0+ t‖a1‖A 1
)。

如果A 1< A 0, 则由文献[ 1 ]知道

‖a‖Η, q, k～ ‖a‖A 0 + (∫
K

0
( t- ΗK ( t, a) ) q d t

t
)

1
q ,

这里 K 满足‖a‖A 0≤K ‖a‖A 1 , 不失一般性可设

K = 1。

文献[ 2～ 4 ]用线性算子对 (A 0, A 1) K
Η, q (0< Η< 1,

1≤q≤+ ∞) 的特征进行了刻画, 设 (A 0, A 1) 为Ba2
nach 偶, 则存在无穷多个关于A 0, A 1 的内插空间,

这里笔者讨论内插空间的迭代构造, 并用算子对其

特征进行刻画。

设 (A 0, A 1) 为Banach 偶, 且A 1 < A 0, 则由A 0,

A 1 构造的中空间B
Η0, q0
A 0,A 1

= (A 0, A 1 ) Η0, q0
(0< Η0 < 1,

1≤q0≤∞)具有下列性质:

A 1= A 0∩A 1< (A 0,A 1) Η0, q0< A 0+ A 1= A 0。

这时可以重复构造空间 (A 0, B
Η0, q0
A 0,A 1

) Η1, q1
(0< Η1 < 1,

0≤ q1 ≤q0 ) , Η1 可与 Η0 不同, q1 可与 q0 不同, 令

B
Η1, q1
A 0,A 1

= (A 0,B
Η0, q0
A 0,A 1

) Η1, q1 , 则有

B
Η0, q0
A 0,A 1

< B
Η1, q1
A 0,A 1

< A 0。

如果令 T ∈B (A i→A i, C ) ( i= 0, 1) ,M i=

‖T ‖A i→A i
( i= 0, 1) , 则有 T ∈B (B

Η0, q0
A 0,A 1

→B
Η0, q0
A 0,A 1

, C )

且

‖T ‖B
Η0, q0
A 0,A 1

→B
Η1, q0
A 0,A 1

≤M
1- Η0
0 M

Η0
1 ,

因而继续有 T ∈B (B
Η1, q1
A 0,A 1

→B
Η1, q1
A 0,A 1

, C )且

‖T ‖B
Η1, q1
A 0,A 1

→B
Η1, q1
A 0,A 1

≤

‖T ‖1- Η1
A 0→A 1

‖T ‖Η
B

Η0, q0
A 0,A 1

→B
Η0, q0
A 0,A 1

= M
1- Η0Η1
0 M

Η0Η1
1 。

这 一 工 作 可 以 继 续 下 去, 对 B
Ηm - 2, qm - 2
　A 0, 　A 1

<

B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

< A 0 有

‖T ‖B
Ηm - 1, q

m - 1
　A 0, 　A 1

→B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

≤M
1- Η0Η1⋯Ηm - 1M

Η0Η1⋯Ηm - 1
1 。

可以构造A 0 与B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

的中间空间B
Ηm , qm
A 0,A 1

=

(A 0, B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

) Qm , qm
　　 (0< Ηm ≤1, 1≤qm ≤∞) , 且

有 T ∈B (B
Ηm , qm
A 0,A 1

→B
Ηm , qm
A 0,A 1

, C )及

‖T ‖B
Ηm , qm
A 0,A 1

→B
Ηm , qm
A 0,A 1

≤M
1- Η0Η1⋯Ηm
0 M

Η0Η1⋯Ηm
1

和 B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

< B
Ηm , qm
A 0,A 1

< A 0。

这样便找到一列内插空间{B
Ηm , qm
A 0,A 1

}
∞
m = 1而使

B
Η0, q0
A 0,A 1

< B
Η1, q1
A 0,A 1

< ⋯< B
Ηm - 1, qm - 1
A 0,A 1

< B
Ηm , qm
A 0,A 1

< ⋯< A 0,

且范数

lim
Η0Η1⋯Ηm →0

‖T ‖B
Ηm , qm
A 0,A 1

→B
Ηm , qm
A 0,A 1

= M 0= ‖T ‖A 0→A 0。

这样由B
Η0, q0
A 0,A 1

向 A 0 方向的构造法称为正构造, 同

理, 由B
Η0, q0
A 0,A 1

向A 1 方向构造中间空间可以找到一列

中间空间{B
Ηm , qm
A 0,A 1

}
∞
m = 0而使

B
Η0, q0
A 0,A 1

= B
Η1, q1
A 0,A 1

= ⋯= B
Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

= B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

= ⋯

= A 1,

且有

‖T ‖B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

→B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

≤
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M
(1- Η0) (1- Η1)⋯ (1- Ηm )

M
1- (1- Η0) (1- Η- 1)⋯ (1- Η- m

)。

因而

lim
(1- Η0) (1- Η- 1)⋯ (1- Η- m

)→0
‖T ‖B

Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

→B
Ηm , qm
A 0,A 1

= M 1=

‖T ‖A 1→A 1。

这种向A 1 方向的构造法称为负构造。

由 K 方法的定义有

B
Ηm , qm
A 0,A 1

= {a: (∫
+ ∞

0
( t- Ηm K m ( t, a) ) qm

d t
t

)
1

qm < + ∞},

而

K m ( t, a) = inf
a1∈B

Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

(‖a- a1‖A 0+

t‖a1‖B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

) ,

且对 a∈B
Ηm , qm
A 0,A 1

范数为

‖a‖B
Ηm , qm
A 0,A 1

= (∫
+ ∞

0
( t- Ηm K m ( t, a) ) qm

d t
t

)
1

qm ,

而

B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

= {a: (∫
+ ∞

0
( t- Η- m K - m ( t, a) ) q- m

d t
t

)
1

q- m < + ∞},

这里

K - m ( t, a) = inf
a1∈A 1

(‖a- a1‖B
Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

+

t‖a1‖A 1
)。

对 Α∈B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

范数为

‖a‖B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

= (∫
∞

0
( t- Η- m K - m ( t, a) ) q- m

d t
t

)
1

q- m。

文献 [ 1 ]中所讨论的内插空间 (B Η
p , q, D ) 便为这里负

构造中A 1 = D , A 0 = L p , 在 Η0 = Η, q0 = q 及 Η- 1 = s,

q- 1= q 的情形。

下面对由D evo re R A 及 X iangm ing Yu 引入

的一种内插空间[5 ]进行分析。

设 g∈L p [a, b ]如果满足条件: 对 0< Α< r, 及 1≤

p , q≤∞有

(∫
∞

0
[ t- ΑΞr (g ; t) p ]q d t

t
)

1
q < + ∞ (1 < q < + ∞) ,

及

sup
t≤0

t
- ΑΞr (g ; t) p < + ∞　　 (q= ∞)。

则记 g∈B
a
q (L p ) , 在 g∈B

a
q (L p )可赋予范数:

‖g‖B a
q

(L p
) = ‖g‖L p

+ ‖g‖B a
q

(L p
) ,

这里

ûg ûB a
q

(L p
) =

(∫
+ ∞

0
[ t- ΑΞr (g; t) p ]q d t

t
)

1
q , 0 < q < ∞

sup
t≤0

t- ΑΞr (g; t) , q = ∞,

对应的 K 泛函为

K (f : t
Α,L p ,B

Α
q (L p ) ) = inf

g∈B Α
q

(L p
)
(‖f - g‖p +

t
Α‖g‖B Α

q
(L p

) ) ,

内插空间为 (L p ,B
Α
q (L p ) ) Η, s= B

Η, s
Η (L p )。

令 Sobo lev 空间W r
p = {g (x ) ; g

(r- 1) (x ) 绝对连

续且 g
(r)∈L p [0, 1 ]}并赋予范数

‖g‖Ξr
p
= ‖g‖p + ‖g

(r)‖p ,

和 K 泛函

K (f ; t
r,L p ,W r

p ) = inf
g∈Ξr

p

(‖f - g‖p + t
r‖g‖Ξr

p )。

则有等价关系[6 ]

K (f ; t
r,L p ,W r

p )～ Ξr (f ; t) p。

因而, 由前面所讨论知道, 这时
(L p ,W r

p ) Η, q= B
Η, r
q (L p )。

因而, Besov 空间 (L p , B
Η
q (L p ) ) Η, s为上面迭代正

向构造的第一级构造。
定理 1　设空间偶 (A 0, A 1) 及线性算子到L n∈

B (A i→A i, C ) ( i= 0. 1) , A 1 < A 0, L n∈B (A 0→A 1,

C )且对 0< Α有
(1) ‖L n (a)‖A 0≤M ‖a‖A 0 , a∈A 0, (1)

(2) ‖L n (a)‖A 1≤M n
a‖a‖A 0 , a∈A 0, (2)

(3) ‖L n (a1)‖A 1≤M ‖a1‖A 1 , a1∈A 1, (3)

(4) ‖L n (a1) - a1‖A 0≤M n
- a‖a1‖A 1 , a∈A 1,

(4)

此处M 表示常数。当 a∈A 0 时, 对 1≤q≤+ ∞, 0<

Η< Α有

‖a‖A 0+ (∑
∞

n= 1
(n

Η‖L n (a) - a‖A 0
) q 1

n
)

1
q～

(∫
1

0
( t- ΗK ( tΑ, a) ) q d t

t
)

1
q + ‖a‖A 0 , (5)

且当 q= ∞时, 对 a∈A 0 (0< Η< Α)有

‖L n (a) - a‖= O (n
- Η) Ζ K ( t

a , a) = O ( t
Η)。

这里 K 泛函 K ( t, a)为

K ( t
a , a) = inf

a i∈A i

(‖a- a1‖A 0+ t
a‖a1‖A 1

)。

证明: 先证明充分性, 对任意 a∈ (A 0,A 1) Η, q有
‖L n (a) - a‖A 0≤‖L n (a- a1)‖A 0+

‖L n (a1) - a1‖A 0+ ‖a- a1‖A 0≤
(M + 1)‖a- a1‖A 0+ M n

- a‖a1‖A 1≤

(M + 1)‖a- a1‖A 0+ n
- a‖a1‖A 1 ,

两边对 a1 取 inf 有

‖L n (a) - a‖A 0≤ (M + 1) K (n
- a , a)。

因此

∑
∞

n= 1

(nΗ‖L n (a) - a‖A 0
) q 1

n
=

∑
∞

k= 0
∑

2k+ 1- 1

n= 2k

(nΗ‖L n (a) - a‖A 0
) 1

n
≤

∑
∞

k= 0
2- k ∑

2k+ 1- 1

n= 2k

(2 (k+ 1) Η(M + 1) K (2- ak , a) ) q ≤
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∑
∞

k= 0

( (M + 1) 21+ Η) q

ln2 ∫
2- k

2- k- 1
( t- ΗK ( tΗ, a) ) q d t

t
≤

M 1∫
1

0
( t- ΗK ( ta , a) ) q d t

t
。

对 a∈A 0 有

{∑
∞

k= 1

(nΗ‖L n (a) - a‖A 0
) q 1

n
}

1
q + ‖a‖A 0 ≤

M 2{∫
1

0
( t- ΗK ( ta , a) ) q d t

t
}

1
q + ‖a‖A 0。

　　下面证明另一个方面, 由假设, 对 a∈A 0 及 a1

∈A 1 有

‖L n (a) - a‖A 1≤

‖L n (a) - L n (a1)‖A 1+ ‖L n (a1)‖A 1≤

‖L n (a- a1)‖A 1+ ‖L n (a1)‖A 1≤

M , n
a‖a- a1‖A 1+ M ‖a1‖A 1≤

M n
a‖a- a1‖A 1+ n

- a‖a1‖A 1 ,

因此有

‖L n (a)‖A 1≤M n
a
K (n

- a , a)。 (6)

取 r 为正数 (待定) , 由 K 泛函的性质得

I =∫
1

0
[ t- ΗK ( ta , a) ]q d t

t
=

∑
∞

k= 0∫
2- k

2- k- 1 [ t- ΗK ( ta , a) ]q d t
t
≤

　　　　　r
- Ηq ln r∑

∞

k= 1
[ r

kΗ
K (r

- ka , a) ]q

对于正整数, 取 nk 使

r
k≤nk≤r

k+ 1,

且

‖L nk
(a) - a‖A 0= m in

rk≤nk≤rk+ 1
‖L n (a) - a‖A 0。

则由 K 泛函的定义有

K (r
- ka , a)≤‖a- L nk

(a)‖A 0+ r
- ka‖L nk

(a)‖A 1≤

‖a- L nk
(a)‖A 0+ r

- ka
M n

a
K (n

- a
k , a)≤

‖a - L nk
(a ) ‖A 0 + M (- k

nk ) a‖a - L nk- 1
(a ) ‖A 0 +

M r
- ka‖L nk- 1

(a)‖A 1≤

‖a- L nk
(a ) ‖A 0 + M ( r

- k
nk ) a‖a - K nk- 1

(a ) ‖A 0 +

M
2 (r

- k
nk- 1) a

K (n
- a
k - 1, a)≤‖a- L nk

(a)‖A 0+

∑
k- 1

m = 0

(r- knk- m ) aM m + 1‖a - L nk- m + 1
(a)‖A 0 +

　　M
k+ 1 (n0 r

- k ) a
K (n0

- a , a)。 (7)

令

I 1 = ∑
∞

k= 0

(rkΗ‖a - L nk
(a)‖A 0

) q,

I 2 = ∑
∞

k= 0

(rkΗ∑
k- 1

m = 0

(r- knk- m ) aM m + 1‖a -

L nk- m - 1
(a)‖A 0

) q,

I 3 = ∑
∞

k= 0

(rkΗ(r- kn0) aM k+ 1K (n0
- a , a) ) q

由凸函数的性质有

I≤C ( I 1+ I 2+ I 3) (8)

因为 K (n0
- a , a)≤K (1, a)≤C (常数)因而

I 3 ≤C∑
∞

k= 0

(rΗ- ΑM ) kq。

　　选择 r 而使 r
Η- Α

M <
1
2

, 如可选 r> (2M ) 1
Η- Α,

则有

I 3 ≤C∑
∞

k= 0

(rΗ- ΑM ) kq ≤C∑
∞

k= 0

( 1
2

) kq < ∞,

I 1 ≤C∑
∞

k= 1
∑

rk+ 1- 1

n= rk

(rkΗ‖a - L nk
(a)‖A 0

) q 1
n

≤

C∑
∞

k= 1

(nΗ‖a - L n (a)‖A 0
) q 1

n
< + ∞。

令 k - m - 1= l, 则

I 2 ≤C∑
∞

k= 1

(rkΗ∑
k- 1

l= 0

(r- k r l+ 2) aM k- l‖a - L nk
(a)‖A 0

) q ≤

C∑
∞

k= 1

(∑
k- 1

l= 0
r (k- l) Ηr- (k- l) a r lΗM k- l‖a - L n l

(a)‖A 0
) q ≤

C∑
∞

k= 1

(∑
k- l

l= 0
r (k- l) (Η- a)M k- lr tΗ‖a - L n l

(a)‖A 0
) q =

C∑
∞

k= 1

(∑
k- 1

l= 0

( r (Η- a)M ) k- t rM ‖a - L n l‖A 0
) q。

　　不失一般性, 令 0< C= ∑
∞

l= 0
( rΗ- ΑM ) l< + ∞则

I 2 = C∑
∞

k= 1
[ (∑

k= 1

l= 0

(rΗ2ΑM ) k- l)∑
k- 1

l= 0

(rΗ- ΑM ) k- l

∑
k- 1

l= 0

(rΗ2ΑM ) k- l

r lΗ‖a -

L n l
(a)‖A 0 ]q ≤

C∑
∞

l= 0

(∑
∞

k= l+ 1

(rΗ- ΑM ) k- l

∑
k- 1

l= 0

(rΗ- ΑM ) k- l

(rlΗ‖a - L n l
(a)‖A 0

) q ≤

C∑
∞

l= 0

(r lΗ‖a - L n l
(a)‖A 0

) q ≤

C∑
∞

l= 0
∑

rl+ 1- 1

n= rl

(nΗ‖a - L n l
(a)‖A 0

) q 1
n

≤

C∑
∞

n= 1

(nΗ‖a - L n (a)‖A 0
) q 1

n
< + ∞。

因此有

I ≤C∑
∞

n= 1

(nΗ‖a - L n (a)‖A 0
) q 1

n
。

从而 (5)得证。

下面证明 q= ∞时的情形。由 (1) - (4) , 对 a∈
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A 0 有

K (tΑ, a)≤‖a- L n (a)‖A 0+ tΑ‖L n (a)‖A 1≤

‖a- L n (a)‖A 0+ M tΑnΑK (n - Α, a)。

取A ∈N (A 待定) , t= A - m - 1 (m ∈N )及 n∈N ,

n- 1≤A m < n, 则有

K (A - Α(m + 1) , a)≤M (A - m Η+ A - ΑK (- Αm , a) )。

这时令 Τm = A m ΗK (A - Αm , a) , 则

Τm + 1= A
(m + 1) ΗK (A - Α(m + 1) , a)≤

A
(m + 1) ΗM A - m Η+ A Η2ΑM A m ΗK (A - Αm , a) =

M A Η+ M A Η2ΑΤm

因为 Η< Α, 因而选A 使A Η- Α<
1

M
, 这时

Τm + 1≤m ax {M A Η, Τm }≤m ax {M A Η, Τ1}。

因为 Τ1= A ΗK (A - Α, a) < + ∞, 因此 Τm < + ∞即

K (A - m Α, a)≤M A - m Ξ,

随即得

K (tΑ, a) = O (tΗ)。

充分性为显的。因而有 (5)式成立。

定理 2　以 空 间 偶 (A 0,A 1)及算子族L Ρ∈B
(A i→A i, C ) ( i= 0, 1) , A 1< A 0, 且L Ρ∈B (A 0→A 1,

C )并有
(1′) ‖L Ρ (a)‖A 0≤M ‖a‖A 0 , a∈A 0, (9)

(2′) ‖L Ρ (a)‖A 1≤M Ρa‖a‖A 0, a∈A 0, (10)

(3′) ‖L Ρ (a1)‖A 1≤M ‖a1‖A 1 , a1∈A 1, (11)

(4′) ‖L Ρ (a1) - a1‖A 0≤M Ρ- a‖a1‖A 1 , a1∈A 1,

(12)

则当 1≤q≤∞时, 对 a∈A 0 有

(∫
+ ∞

0
(ΡΗ‖L a (a) - a‖A 0

) q dΡ
Ρ )

1
q + ‖a‖A 0～

(∫
1

0
( t- ΗK ( ta , a) ) q dΡ

Ρ )
1
q + ‖a‖A 0。 (13)

当 q= ∞时

‖L a (a) - a‖A 0= O (Ρ- Η) Ζ K ( t
a , a) = O ( t

Η)。 (14)

证明: 定理 2 可仿照定理 1 证明 (略)。

定理 3　设Banach 偶A 0, A 1 及线性算子L n 满

足定理 1 的条件, 则对 a∈A 0, 当 1≤qm < + ∞时,

a∈B
Ηm , qm
A 0,A 1

Ζ [∑
∞

n= 1

(n
Ηm ‖a- L n (a)‖A 0

) qm
1
n

]
1

qm <

+ ∞。 (15)

当 qm = + ∞时,

‖L n (a) - a‖= O (n
- Ηm ) Ζ K m ( t

ΑΗ0Η1⋯Ηm - 1, a) =

O ( t
- Ηm )。

当 1≤q- m < + ∞时, 对 a∈B
Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

,

a∈B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

Ζ

[∑
∞

n= 1

(n
Η- m ‖a- L n (a)‖B

Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

)
q- m ]

1
q- m <

+ ∞。 (16)

当 q- m = ∞时, 对 a∈B
Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

‖L n (a) - a‖B
Η- (m - 1) , q

- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

= O (n
- Η- m ) Ζ

K - m ( t
Α(1- Η0)⋯ (1- Η) - (m - 1) , a) = O ( t

Η- m )。

证明: 先证 (15)。由定理 3 的条件知道

‖L n‖A 0→A 0≤M , (17)

‖L n‖A 1→A 1≤M , (18)

‖L n‖A 0→A 1≤M n
Α, (19)

对单位算子 I有

‖ I- L n‖A 0→A 1≤M n
- Α。 (20)

由 (17)、(18)及内插定理[1 ]知道

‖L n‖ (A 0,A 1) Η0, q0
→ (A 0,A 1) Η0, q0

≤M 。 (21)

由 (17)、(19)及内插定理知道

‖L n‖A 0→B
Η0, q0
A 0,A 1

≤M n
ΑΗ0。 (22)

由 (17) , (20)有

‖ I- L n‖ (A 0,A 1) Η0, q0
→A 0≤M n

- ΑΗ0。 (23)

由定理 1, (17) , (21) , (22) , (23) 结合B
Η1, q1
A 0,A 1

的定义

对 a∈A 0 有

a∈B
Η1, q1
A 0,A 1

Ζ (∑
∞

n= 1

(n
Η1‖a- L n (a)‖A 0

) q1
1
n

)
1

q1 < + ∞,

a∈B
Η1, q1
A 0,A 1

Ζ ‖a- L n (a)‖A 0= O (n
- Η1)。

将上面工作重复进行, 可以B
Η1, q1
A 0,A 1

取代A 1 的位

置, 用内插定理则当 q2< + ∞有

a∈B
Η2, q2
A 0,A 1

Ζ (∑
∞

n= 1
(nΗ2‖a- L n (a)‖A 0

) q2
1
n

)
1

q2 < + ∞。

当 q2= + ∞时

a∈B
Η2, q2
A 0,A 1

Ζ ‖a- L n (a)‖A 0= O (n
- Η2)。

对m 应用数学归纳法, 便有当 qm < + ∞时

a∈B
Ηm , qm
A 0,A 1

Ζ (∑
∞

n= 1

(n
Ηm ‖a- L n (a)‖A 0

) qm
1
n

)
1

qm <

+ ∞。

当 qm = + ∞时

a∈B
Ηm , qm
A 0,A 1

Ζ ‖a- L n (a)‖A 0= O (n
- Ηm )。

下面证 (16)。由 (18)、(20)有

‖ I- L n‖A 1→B
Η0, q0
A 0,A 1

≤M n
- Α(1- Η0) , (24)

由 (18)、(21)、(24)及定理 1 当 q- 1< + ∞时有

a∈B
Η- 1, q- 1
A 0,A 1

Ζ

(∑
∞

n= 1

( (n
Η- 1‖a- L n (a)‖B

Η0, q0
A 0,A 1

) q- 1) 1
n

)
1

q- 1 < + ∞。

当 q- 2= + ∞时

a∈B
Η- 2, q- 2
A 0,A 1

Ζ ‖a- L n (a)‖B
Η- 1, q

- 1
A 0,A 1

= O (n
- Η- 2)。

对m 应用数学归纳法, 便可证明 (16)。
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定理 4　设Banach 空间偶A 0, A 1 及线性算子

L Ρ 满足定理 2 的条件, 则对 a∈A 0 (0< Ηm < 1)当 1≤

qm < + ∞时

a ∈B
Ηm , qm
A 0,A 1

Ζ (∫
+ ∞

0
(ΡΗm ‖a - L Ρ (a)‖A 0

) qm
dΡ
Ρ )

1
qm < + ∞。

当 qm = + ∞时, 对 a∈A 0

‖a- L Ρ (a)‖A 0= O (n
- Ηm ) Ζ K m ( t

ΑΗ0Η1⋯Ηm - 1 , a) =

O ( t
- Ηm )。

当 1≤qm < + ∞时, 对 a∈B
Ηm - 1, qm - 1
　A 0, 　A 1

,

a∈B
Η- m , q- m
　A 0, 　A 1

Ζ

(∫
∞

0
( (ΡΗ

- m ‖a - L Ρ(a)‖B
Η- (m - 1) , q

- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

) q- m ) q- m
dΡ
Ρ )

1
q- m < + ∞。

当 q- m = ∞时, 对 a∈B
Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

‖L Ρ (a) - a‖B
Η- (m - 1) , q- (m - 1)
　　A 0, 　　A 1

= O (n
- Η- m ) Ζ

K m ( t
Α(1- Η0)⋯ (1- Η) - (m - 1) , a) = O (n

- Η2m )。

此定理可用定理 3 的办法借助定理 2 证明。

定理 3 和定理 4 不是简单的推广, 而具有重要
的应用价值。应用这些结果可以对几乎所有目前所

见到的有界正线性算子 (如各种积分型Bern stein 及

M eyer2Kon ig and Zeller 算子)的逼近特征重新进行

刻画, 如对Bern stein2D u rrm eyer 算子

H 3
n (f , x ) = (n + 1)∑

n

k= 0
bnk (x )∫

1

0
f (u ) bnk (u ) du。

　　令A 0 = L p
Ξ, A 1 = D = {g (x ) : Ξ (x ) g (x ) , Ξ (x ) Υ

(x ) g″(x )∈L p }, 并定义 K 泛函
K ( t, f ) p , Ξ= inf

g∈D
{‖Ξ(f - g )‖p + t‖g‖D },

由定理 3 有下述结果:

定理 5　对 0< Η< 1, 0< Η1 < 1, 1≤q< + ∞,

1≤q1< + ∞及 f ∈L p

(∑
∞

n= 1

(n
Η1‖ (H 3

n (f ) - f ) Ξ‖p ) q1)
1
q1 < + ∞

的充要条件为

(∫
+ ∞

0
( t1

- Η1K 3 ( tΗ, t) p , Ξ) q1
d t
t

)
1
q1 < + ∞。

　　当 q1= ∞时, 对 f ∈L p 有
‖ (H 3

n ( f ) - f ) Ξ‖p = O (n
- Η1 ) Ζ K

3 ( t
Η, f ) p , Ξ =

O ( t
Η1) ,

这里

K
3 ( t, f ) p , Ξ= inf

g∈D 3
(‖Ξ(f - g )‖p + t‖g‖D 3 ) ,

而D
3 = {g (x ) : Ξ(x ) g (x ) ∈L p 且对 1≤q< + ∞有

(∫
+ ∞

0
(t

- Η
K ( t, g ) p , Ξ) q d t

t
)

1
q < + ∞对 q = + ∞有

sup
t≥0

t
- Η

K ( t, g ) p , Ξ< + ∞}和

‖g‖D 3 = ‖Ξg‖p +
(∫

+ ∞

0
( t- ΗK ( t, g ) p , Ξ) q d t

t
)

1
q ,

sup
t≥0

t- ΗK ( t, g ) p , Ξ。

注意到如下等价关系[6 ]

K ( t, f ) p , Ξ～ Ξ2
Υ(f , t) p , Ξ,

及

Ξ2
Υ(f , t) p , Ξ= sup

0< h≤t
‖Ξ∃2

hΥf (x )‖p。

因而当 q1= ∞时, 作为一个简单情形便有
‖Ξ(H 3

n (f ) - f )‖p = O (n
- Η)

的充要条件为

K
3 ( t

Η, f ) p , Ξ= O ( t
Η1)。

显然 K 泛函 K
3 ( t, f ) p , Ξ与 K 泛函 K ( t, f ) p , Ξ为

不同的 K 泛函。
由此给出了构造新的 K 泛函来刻画算子逼近

的方法。
下面给出定理 4 的应用, 用B

Ρ
p 代表L p (R ) 中指

数 Ρ> 0 的整函数而构成的线性空间, 作算子

In (f , x ) = - ∫R
∑

r

j= 1

(
r

j
) (- 1) j f (x - j t) k Ρ ( t) d t,

其中

k Ρ (x ) =
1
ΚΡ

(
sinΡ1x

Ρ1x
) 2Ρ,

Ρ1=
Ρ

(2s+ 2) , s∈N , 及 ΚΡ> 0 满足∫R
k ΡI (x ) dx = 1, 则

T Ρ (f , x )为指数 l=
sΡ

s+ 1
的整函数。

令 r 为自然数 t> 0, 对 f (x ) ∈L p (R ) 我们定义 r

阶积分模

Ξr (f ; t) p (R ) = sup
0≤h≤l

‖∃h
p (f ; x )‖p (R ) ,

其中

∃ k
r (f ; x ) = ∑

r

j= 0
(- 1) j (

r

j
) f (x - jh )。

令 L ip 3 Α= {g (x ) û Ξr (g ; t) p = O ( t
Α) , 0< Α< r},

对 f ∈L ip 3 Α赋予范数
‖g‖L ip3 Α= ‖g‖p + sup

t≥0
t
- ΑΞr (g , t)。

则应用关于整函数的Bern stein 不等式易证
‖ IΡ (f )‖p≤M ‖f ‖p , 对 f ∈L p (R ) ,

‖ IΡ (g ) - g ‖p ≤M Ξr (g ;
1
Τ ) ≤M ΡΑ‖a‖L ip3 Α, g ∈

L ip 3 Α,

‖ IΡ (f )‖L ip3 Α≤M ΡΑ‖f ‖P (R ) , 　　f ∈L p (R ) ,

‖ IΡ (g )‖L ip3 Α≤M ‖g‖L ip3 Α, 　g∈L ip 3 Α
作 K 泛函

K
3
p (f , t) = inf

g∈L ip3 Α
(‖f - g‖p + t‖g‖L ip3 Α) ,

及内插空间
(L p (R ) ,L ip 3 Α) Η, q= B

Η, Α
q (L p (R ) ) ,

并在B
Η, Α
q (L p (R ) )上赋予半范数

ûGûB
Η, Α
q

(L p (R ) ) =
(∫

+ ∞

0
[ t- ΑΞr (g; t) p ]q d t

t
)

1
q , 0< q< ∞

sup
t≥0

t- ΑΞr (g; t) p , q= ∞,
,
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及 K 泛函

K
3
p (f , t) = inf

g∈B Η, Α
p

(L p (R ) )
(‖f - g‖p + ûg ûB Η, Α

q
(L p (R ) ) )。

则有下述结果:

定理 6　对 0< Η, Η1< 1, 0≤q≤+ ∞, 0≤q1< +

∞及 f ∈L p (R )有

(∫
+ ∞

0
(ΡΗ1‖ IΡ (f ) - f ‖p ) q1

dΡ
Ρ )

1
q1 < + ∞Ζ

(∫
+ ∞

0
( t- Η1K 3

p ( tΗ) ) q1
d t
t

)
1
q1 < + ∞

且对 q1= + ∞及 f ∈L p (R )有

‖ IΡ (f ) - f ‖p = O (Ρ2Η1) Ζ K
3
p (f , t

Η) = O ( t
Η1)。
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O n app rox im at ion by linear opera to rs in re itera t ion in terpo la t ion spaces

ZHANG San -ao1, SHENG Bao-hua i2

(1 D ep artm en t of M aths,B aoj i Colleg e of A rts and S ciences,B aoj i, S haanx i 721007, Ch ina; 2 Institu te of

M athem atics,N ing bo U niversity ,N ing bo, Z hej iang 315211, Ch ina)

Abstract: R eitera t ion in terpo la t ion space is con structed w ith K2m ethod, and their p ropert ies of app rox2
im at ion is descrip ted w ith lincar opera to rs.

Key words: in terpo la t ion space; linear opera to rs; Besov spaces

331第 1 期 张三敖等: 用线性算子刻画迭代内插空间


