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关于实数的连续性准则

王 乃 信
(西北农业大学计算中心

,

侠西杨陵 n 2 1o 0)

摘 要 将实分析中的实数连续性准则划分为三组
,

证明了如下结论
:

在每组中各条准

则是互相等价的
;

第 l 组准则等价于第 l 组准则加上第 l 组准则
;
而第 I 组准则与第 , 组准

则是彼此独立的
。

关键词 实数
,

实分析
,

连续性
,

准则

中图分类号 0 1 7 1

在实分析中
,

实数的连续性起着关键的作用
.

因此
,

许多数学家曾致 力于实数连续性

的 描 述
,

其 中最 著 名 的先 后 有
:
A r e h im e d e s ,

oB l z a n 。 ,

e 。 、 , e h y
,

w
e ie r s t r a s , ,

于I e i n e ,

D e d e ik n d
,

C a nt o r ,

oB er l
,

L e b es q u e
.

在数学史 中
,

实分析的每一步发展
,

总是与对实数连

续性的挖掘有关
;
实分析的进一步扩充

,

也多从对实数连续性的改造入手 (如非标准超实

数域的建立 )
。

因之
,

精细地分析迄今对实数连续性的各种描述
,

仍是有意义的
。

可以将实分析中对实数连续性的种种描述划分为如下三组准则
:

1
.

1 设非空集合 X
,

Y 是实数集合 R 的分割
,

即 X U Y 一 R
,

且对于任意的 x 〔 X
,
y

任 Y
,

恒有 x < y
,

则存在 右
,

使对于任意的 x 任X
,
y 任 Y

,

恒有
沈

·

镇泞蕊 .y

1
.

2 非空集合如果有上界
,

则必有上确界
,

即最小上界
。

1
.

3 如果有界闭集合 A 被开 区间族
`

了贾盖
,

即对于任意的 x 〔 A
.

必有 ( “
,

b) 〔
`

才
户

,

使
a < x < b

,

则 A 必可被
、

了 中有限个开区间覆盖
。

1
.

4 有界无限集合必有极限点
.

1
.

5 有界序列必有收敛子序列
.

1
.

6 单调有界序列必收敛
.

1
.

1 设 ( x
.

}为基本序列
,

即对于任意的
: > O

,

总存在 N
,

使当
, : , , n :

> N 时
,

恒有

}x
· :

一 .x
:

}<
。 ,

则 { x
.

}收敛
。

1
.

2 设 {〔a . ,

b
.

」}为闭区间套
,

即恒有
a .

镇 .a
、 ,

落 b一
l

毛 b
, .

且 l im ( b
。

一 a
。

) 一 。
,

则存

在登
,

使对于任何
n ,

恒有 泞e a[
. ,

.b ]
.

1
.

1 对于任意的
a > O和 b

,

总存在自然数
n ,

使 an > .b

,
.

2 对于任意的 b
,

总存在 自然数
n ,

使
n > .b

一 3 一im工一 0
.

一~ 田 n

本文仅预先假定实数集合构成有序域
,

自然数集合是该有序域的一个归纳 集合
,

证明

如下结论
:

在每组中各条准则是互相等价的
;
第 I 组准则等价于第 I 组准则加上第 . 组准

收稿日期
:
1 9 , 峨一 1 1一 0 4



西北农业大学学报 第 2 3卷

则 ;
第 I组准则与第 , 组准则是彼此独立的

.

1 1中诸准则等价

1
.

1一~ 1
.

2

设非空集合 A 有上界
,

记上界集合为 Y
,

令 X ~ R \ Y
,

则 X
,

Y 构成 R 的分割
.

故知有

右
,

使对于任意的 x 〔 X
,
y 〔 Y

,

恒有 x 簇泞簇 y
.

该 泞亦为 A 的上界
,

从而为 A 的上确界
.

因

为
,

假设 , 不为 A 的上界
,

则必有 。 。 A
.

使 。< 。 ,

注意到 。<冬
(。十 。 ) < 。 ,

因而
.

: 一 王
( :

/ ` ” ~ 一 ”
/ 硕

一 ’ 碑

一
,

”
一 一

’ `

一 ~
甲

一
’

~
’

一 ” 一
`

~ “
’ 一

2
’ . ’

一 一 ~
’

~ `

2
’

十 a )也不为 A 的上界
,

即 甲任 X
,

又满足 右< 甲
,

这是不可能的
。

1
.

2一 ~ 1
.

3

设有界闭集合 A C a(
,

b) 被开区间族
、

了 覆盖
。

假设 月 不能被有限个开区问覆盖
.

令

X ~ { x }A 门〔a ,
x 〕能被有限个开区间覆盖 }

,

则 a 任 X
,

且 b 为 X 的上界
,

故知 X 有
_

1:确界

泞
,

即任取
。 > o

,

A 门a[
,

右一 。〕能被有限个开区间覆 盖
,

而 A门 [
a ,

泞+ 。」则不能
,

从而
二 I n 民

一 。 ,

右+ 。」也不能被有限个开区间贾盖
.

由此知民一
。 ,

右+ 。
j上有 注 的无限多元素

.

因而 泞

为 A 的极限点
,

故 右任 A
.

设有开区间 ( 。
,

d )任
`

丫 贾盖 泞
,

取

。 n

一 李m i n {右一 。 ,

己 一 右,

乙

则 A门民一
￡。 ,

宁+ 。。

〕被开区间 ( 。
,

d )覆盖
,

由此构成矛盾
.

故知 八 能被有限个开区间覆盖
。

1
.

3一 ~ 1
.

4

设 A 为有界无限集合
,

A仁 a[
,

习
.

假设 A 无极限点
,

则任取 x 任 [
a ,

习
,

总有相应的
。

~ 。
(x ) > O

,

使开区间 ( x 一 。 ,
x + 。 )内仅含 A 的有限 个元素

.

而且
,

由此得到的开区间族覆

盖 有界闭集合〔a ,

习
,

故知〔a ,

习能被有限个这 祥的开区间覆盖
.

从而【“
.

b」仅含 凡 的有限

个元素
,

这样
,

A 只可能为有限集 合
,

由此构成矛盾
。

故知 A 必有极限点
。

1
.

4一~ 1
.

5

设 <x
.

}为有界序列
,

又 设 A 为以序列 ( x
.

}的项为元素的集合
。

若 A 为有限集 合
,

则序

列 中必有某项重复无限多次
,

因此有常数列作为咬x
.

}的收敛子序列
。

若 A 为无限集 合
,

因

其 有界
,

故必有极限点 右
.

在 { x
.

}中顺次删去等于 右的项
,

得 { x
,

}的子序列 { y
.

}
,

又当 k > 1

时
,

如果

}y
,
一 钊 妻 m in ( }y

:
一 引

,

…
,

】y
` :

一 钊 }
,

则又删去 y ` ,

则又得 丈x
.

}的子序列 仕
.

}
,

此序列收敛于 右
.

因为
.

任取 。 > 。
,

(子一 。 .

泞十 。 )内

恒有 A 的无限多元素
,

从而含有 (y
.

}的无限项
,

设 y 、 〔 (宁一 : ,

泞十 。 )
,

则当 n > N 时
,

由于

z

一 加
. ,

其中 1
.

〕 n ,

故知

卜一 引 < m in ( }y
:
一 钊

, “
· ,

}苏
. _ ,

一 钊 } 毛 }y一
右} < 乙

1
.

5一~ 1
.

6

设序列 { x
.

}单调有界
,

故必有收敛子序列 {y
.

}
,

其中 y
一 石

. ,

1
.

) ,
.

设 ( y
.

}收敛于 乙

则 ( x
.

)也收敛于 泞
.

因为
,

任取
e > 0

,

总有 几么 当 n ) 杯时
,

恒有 ! y
,

一 钊 < 。
.

取 N 二 l’, ,
.

则当

, ) N 时
,

` 毛 , 镇 t’.
.

由 {二
.

}的单调性知
,

x
.

在 x ,

和 二 1
.

之间
,

即在 为
,

和 y
.

之间
·

故亦

有 }x一引 < 乙
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.

6一~

设 x uy一 ;
,

且对于任意的 二 。 x
,

, 。 :
,

恒有 士 < ,
.

取定 二。

。 x
,
, 。 。 Y

,

令 2 .、

一
粤

一了

l一2
一一

( 二
。

十 y 。 )
,

若 z 。

任 X
.

则令 x :
~ z 。 ,

y :
一 y

。 .

否则令 , :

一 二
. , ,

y :
~ (z

, ,

当 i > 。
,

令 乞

y
,

)
,

若 z
;

〔 X
·

则令 ,
-

一
2 . ,

y
, 一 :
一 y

. ,

否则令 二
:
一 , 一 J

,

二 y
,
一 ,

~
二 ,

由此得递增 有界序列

{x
.

}
.

设其收敛于 泞
.

则对于任意的 x 任 X
.

y 任 Y
,

恒有 二镇泞蕊夕
.

因为
,

假设有 y e y
.

使 , <

泞
,

令 : 一泞一 y
,

则 y 一 泞一 : ,

对于该 : > o
,

存在 N
,

当
, :

> N 时
,

恒 有 12
, ,

一引 < 。 .

山此得
.

。
,

卜

泞一 。 ,

从而得 二
.

> y
.

这是不可能的
。

假设有
2

、

任 X
.

使 宁<
`

r ,

令 。一 二一 泞
.

对于该 。 > 。
,

存在

N
. ,

当 , > N
:

时
,

! 2
,

一 。 }< 冬
。 ,

由此得 二 一 二
,

> 粤
。 ,

又令 w
,

一 、 ,

一 :
· ,

一尖
( 、

、

一
1 、 、

)
.

则
一 ” 一 ” 一

”
’ 一

`

” 一

”
’ 一

2
一 ’

~ 一 “ ” ` 一 一 ’ 一 2
一 ’

一 、 嘴
一

’

J , 一 ”

2
” ’

了
` ’

{w
.

}为递减有界序列
,

设其收敛于 夕
,

对于上述 。> 。
,

存在 N
Z ,

当
,:

> N
Z

时

奈( y
。
一 二。

) 一 : < 之
。 ,

乙 O

C
lì s

甲一 二元万 ( y
。
一 x 。

) <

C

-一2
由此 又得 去( , 。

一 二。
) <

乙

仁
-一2

<X

取 N ~ m 。 : {N
, ,

N
:

}
,

则当 n > N 时
,

恒有 x > y
. ,

这也是不可能的
.

2 1 `
卜诸准则等价

l一 ~

设闭区间序列 {〔a 。 ,

b
,

〕)满足 a .

成 a一
:

镇 b一
:

( b
, ,

! i m ( b
,

一
“ .

) = 0
.

对 于每个
,: .

取
.

。、
.

任

[
a . ,

b
.

〕
,

构成序列 {
T .

}
,

任取 。> o
,

存在 N
,

使 } b
、 一 “ 、

l < 。 ,

又 由于当
, :

> N 时
, `

:
。

任 〔。
、 .

b 、 J
,

故知当 n : , n :

> N 时
,

.lx
:

一 ,
· ,

} 蕊 ll,
、
一 a 、 ! < ` ,

因而
,

{ x
.

}为基本序列
。

设其收敛于 泞
.

则对于任何
n ,

右任 [
“ 二 b

。

〕
.

因为
.

假设有
, 。 .

使 泞任

〔“
. ,

b .

〕
,

取

。 = m i n { !泞一 a .

l
,

l泞一 b: }
,

对 于该 。 > 。
,

当
n

> n ,

时
,

1二一钊 ) 。 .

这是不可能的
。

1
.

2一 ~ 1
.

1

设 { x
.

}为基本序列
.

若 { x
.

}为常数序列
,

即从某一项起各项相等
.

则显然收敛
.

故以下

假定 {x
.

}非常数序列
。

由于任取
。 > 0

,

存在 N
,

当 , > N 时
,

}x 一
,
一 x

.

} < 。 ,

故知 l im l
,

,

。 _ :

一 x
.

}一 。
.

在序列 { }x 一
,
一 x

.

! }中删去为零的项
,

得正 数序列 { 。
。

}
,

且 il n l 。

一 0
.

对 丁每个 `

> 。
,

存在 N 一 当
·
> N 日寸

,

又寸于任何 ” > o
,

恒有一
,

一
<
雀

。
, ·

今取 b
,

一 N一 令
`

、

-

x

一告
。二 J

,

一 二 二
+ 去

:
, ,

贝lJ当 , > 。 ,

时
,

恒有
二 : 。 〔c , .

、
,

〕
.

记〔
“ , ,

。 , 〕一 〔。 l ,

、 .

1
,

当 ,> 1 日寸
,

一 ’ ·

2
一` ’

一
’

一
’ · ’

2
一 ` ’ 、 `

一 ” ` ’ . , 一 `

” 一 门 ~ 、 口 ” “ ` J
’ ,

` L “ ”
`

” J 一 。 ” “ ’ J ’

口
`

/
上 曰

’

J ’
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记 [a
, ,

b
,

」一【c . ,

d
,

〕门〔a
, 一

: ,

b` 一 :

〕
,

则得 闭区间序列 {〔a . ,

b
.

」}
,

其中 ` .

蕊 a .

簇 a 一
,

毛 b
, 一 1

健气

蕊d
. ,

因而又有 iI m b( 一
a .

)一 。
,

故知有 宁
,

使对任意的 i
,

恒有 言〔 〔a
, ,

b 〕
.

从而 子任「
c , .

d 刁
.

对 于任意的
: > 。

,

总有
。 ,

< : 及相应的 N
, ,

使当
n > N

,

时
,
x

.

〔 〔c , ,

d 〕
,

从而

.xI 一 钊 < 。 ,

< 。
.

故知 {x
.

}收敛
。

3 1 中诸准则等价
.

1一~ ,
.

2

已知 1> o
,

故对于任意的 b
,

存在
n

,

使
n

.

1 > b
,

此即 n > .b

.

2一~ 二 3

任取
。 > “

,

又寸于
告

,

存在 N
·

使 N >
告

}
青
一 。 }

,

因而
,

当
n

> N 时
,

恒有

_ 工 < 典< .E

n ZV

故知

.

3一~ ,
.

1

对于任意的
a > 0 和 b

,

若 b蕊 O
,

则有 1
.

a > b
.

若 b > O
,

由厂: 青
一 。 知

,

对 -T芳> 。
·

存

在 N
,

当
n > N 时

,

.

1
_ , 一 a

l一 一 U { < 、 下下

n 口

,

此即 n a > b
.

4 1 与 I + l 等价

1
.

2一~ 1
.

2

设闭区间序列 {【a . ,

b
.

」}
,

满足
a .

( .a
、 :

毛瓦
十 ,

蕊 b
, ,

卜m (b 一
a .

) 一 。
,

则以 “ ,

为元素的

集 合 A 以任一 b
.

为上界
,

故有上确界 右
,

从而恒有
a .

毛泞( b
. ,

即 泞任【a 。 ,

b
.

〕
.

1
.

2一~ 二 2

假设有 b
,

使对任何
n ,

恒有 n 镇 b
,

则自然数集 合有上界
,

从而有上确界 右
,

即恒有
, ,

镇

泞
,

且任取
: > 0

,

总有 , 使 。 > 右一 :
.

此时取 。一 1
,

则又得 ” ,
+ l > 右

,

由此构成矛盾
。

故知对

于任何 b
,

恒有
n ,

使
n > .b

1
.

1 + 二 l一~ 1
.

6

设厦x
.

}单调有界
,

则必为基本序列
,

从而收敛
。

因为
,

假设 { x
.

}非基本序列
,

则必有
。>

o
,

对于任意的 N
, ,

有
n ,

> N
:

和 P
:

> 。
,

使

}x 一
户,

一 x
. ,

} ) ` ,

当 i > 1 时
,

取 N
i

) n , 一 ,
+ 丸

一
, ,

则又有 n
,

> N
,

和 P > 0
.

使

}x一
户`

一 x
. 『

} ) `

由于 <x
二

}单调
,

故对任意的 k
,

恒有

. x 、 一 , ,

一 毛
,

} ) 奴

又 由于 (x
.

}有界
,

故有 几f
,

使恒有
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!x 一
, ,

一 .x
:

} < 杯

已知对于
: > 0 和 杯 )有 k

,

使 胜 > 杯
,

由此构成矛盾
.

5 1 与 l 独立

众所周知
,

有理数集合构成的有序域不满足 l 而满足 ,
。

又
,

王戍堂教授「” 所定义的广义数集合也构成有序域
,

该有序域满足 I 而不满 足 .
。

证明如下
:

设丈x
.

}为广义数序列
,

其中

x

一 习
x :. x l ( , )

.

又设 <x
.

}为基本序列
,

即对于任意的
: > 0

,

存在 N
,

当
, , , , 2

> N 时
,

}二
:

一 .x
、

}< 。
.

特别

地
,

取 :

一
1 ( · , ,

则有相应的 N 一使当
, : , n :

> N
.

时
,

}二
:

一二
:

! < 1 `· 、 ,

此时
,

对于所有的 h

< m
,

.x
, .

,
= 几

:

一泞
, ·

据此构成广义数

泞一 习泞
` X I (` ,

则对于任意的
。 > 0

,

若
。 > 1

。 . ) ,

取 N
. 二 , ,

当
n > N

. _ :

时
,

恒有

}x一 钊 < 1 ( · 、

< `
·

故知 { x
.

}收敛
。

从而
,

广义数集合满足 I
。

任何自然数小于 1 ( 一 ; 》 ,

从而广义数集合不满足 .
。

因此
,

. 不是 I 的推论
,

l 也不是 . 的推论
; I 不是 I 的推论

,

I 也不 . 的推论
。
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