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王 乃 信

(西北农业大学计算机中心 )

摘 要

本 文提 出优聚类 的统一 定 义
,

从而概括 了众 多的聚类方 法
,

建立 了聚类函数的若千

性质
,

证明 了等价 关系系统与系统聚类法 的等价性
,

推广 了Fi sh er 算法
,

证得 全序递归

聚类 法必得优聚类
,

得 出最仇聚类 的一些 充分条件
。
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1 优聚类的统一定义

聚类分析中的聚类方法很多且差异很大
.

文献 “ ’
中罗列了C

.

R
.

R ao
、

张尧庭等人 所 给

出的类的一般定义
,

这些定义各有局限
,

都不能达到统一的目的
.

我们不从类的定义出发
,

而借助于聚类 函数
,

直接给出优聚类的定义
,

便 可以把众多的聚类方法统一起来
.

由于实用中的聚类问题多为有限样本
,

本文恒设样本 集有限
.

设 G 为样本集
,

F 为 G 的幂集
,

构造

L = P } P 二 } A
, ,

A
Z ,

⋯
,

A
、 ‘ ,

A
, ,

A
Z

一A
k
任 F 且两两不交 于

,

其 中 k 为 任意的非负整数
.

如果 P = 省A
; ,

A
: ,

⋯
,

A
、
} 任 L

,

冷A
:
口A

。
⋯ 口A

七 二 A
,

则 称 P为A 的k 级分割 ; 如果 P
, , P Z

同为A 的k 级分割
,

则称 P
, , P Z

为A 的同级分割
.

定义 , 设 S (A )为定义在 F 上的实值函数
,

且满足

( 1 ) S ( 功 ) 二 0 ,

( 2 ) 对任何A 任 F
,

S (A ) 》 0 ,

则称 S 为 G 的离散函数
.

定义2 设 S 为 G 的离散函数
,

相应地
,

Q (P )为定义在 L 上的非负实值函数
,

且 满足

( l ) 对任何A 任 F
,

Q ( 铸A } ) 二 S (A )
,

( 2 )存在二元单调非减函数 f
,

使当 P
,

任 P 时
,

恒 有 Q ( P ) = f ( Q ( P
;
)

,

Q ( P 厂{ P

( 3 )

) )
,

Q ( 功 ) = 0

则称Q 为 G 的聚类函数
.

本文 于1 0 8 6年 7 Jj2 1 日 l汽到
。



5 6 西北农业大学学报 15卷

定义3 设Q 为 G 的聚类函数
,

P为A 的k级分割
,

如果 P在A 的同级分割中 使Q 达 到最

小值
,

则称 P 为A 关于 Q 的k级优聚类
.

特别地
,

如果P的子集均为优聚类
,

则称P为A关 于Q

的k级最优聚类
.

有限样本集关于聚类函数的优聚类
’

}亘存在
.

上述定义概括了很多聚类方法
.

为了简化叙述
,

约定用 d ( x i , x )
)表示 x , x i

之间的 某

种距离 (例如
: E u e lid距离

,

Mi,‘k o w ski 距离
,

M a ha la n o b is 距离
,

各种模糊距离等)
,

约定

用。 ( x , x ,

) 表 示 x , x 之问的某种相似系数 (例如
:

相关系数
,

相关指 数
,

夹角余 弦
,

各 种 模 糊 相 峨 系 数等 )
.

最短距离法

离散函数
:

对任何A 任F
,

当A 中没有相异元素时
,

S (A ) = 。 (下 同 )
,

否则

S ( A ) = In ‘之X

B 二A

n z三n d ( 工
; , x j

x 任B _
x j 任A 自 B

S ( A ) = l 一 m in m a x e ( x 、 , x !

B 任A x 任 B _
x ;

任A 自 B

其中 B 和A 自 B 非空 (下同 )
.

聚类 函数
:

对任何 P 任L
,

Q ( P ) = m a x s ( A
I

直
i

任P

最长距离法

离散函数
:

对任何A 任 F
,

S ( A ) =

或

S (A ) = l 一 m in e ( x , x

x 、

任A
x ,

任A

聚类函数
:

对任何P 任 L
,

Q ( p 》 = m o x s (A
,

)
.

A
,

任P

重心法

离散函数
:

对任
一

何A 任 F

s ( A ) = , n : , 、 d ( x ,

又 )
,

x 杯 A

其中
x
为A 在该距离意义下的重心

,

或
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S (A ) = 1 一 m in e ( x , x

x 、
任A

其中
x
为A在该相似系数意义下的相似中心 (下 同 )

.

聚类函数
:

同上
。

类平均法

离散函数
:

对任何A 〔 F
,

/
S (A ’ =

/ n I n
艺 艺 d

’
( x ; , x 』

x 、
任 B

: .

任A 门百

或

/ 1 一

s ( A ’ 一

杯 n z n ,
艺 (1 一 e (x

; , x : ) )

x ;

任B x j〔A 自 B

其中 n :

和 n Z

分别为 B 和A 自 B 中元素的个数
.

聚类函数
:

同上
.

离差法

离散函数
:

对任何A 任 F
,

S (A ) =

任A

/
. / ! 艺 d

’

( x ; ,

万 )

, x
;

乒 A

“‘A)
=

厂
/

艺 (1 一 e (x
: , x ))

x ;

〔A

聚类函数
:

对任何 P任 L
,

Q ( p , “

杯
以下建立聚类 函数的若干性质

:

定理 1 设Q 为 G 的聚类函数
,

证 设 P
,

仁P
Z
〔 L

,

注意到

( Ae曰

P

艺任
A

则 Q 对 L中的包含关系单调不减
.

Q (P
Z
) = f (Q (p

:
)

,

Q (p
Z
自p

、
) )

又由 Q ( P
:

自 p ,

)) Q (必) = o 及 f 的单调性知
,

Q (P
:
)) f (Q ( p ,

)
,

Q (价) ) “ Q (P
:

)
.

定理2 设Q
、 = Q ( P 、

)
,

其 中 P
k

为 A 关于 Q 的 k 级优聚类
,

则Q
、

对 k 是单调不 增

证 对于任意的 k ,

设 P
k

为 A 关于 Q 的 K 级优聚类
,

P
k
口{协} 总为 A 的k + l 级 分

制
,

则有
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Q
、 + 1

( Q ( P 、
日友功} )

= Q
、 .

定理 3 设 Q为 G 的聚类函数
,

其中 f 为严格单调递增 的
,

则 A 关于 Q 的优聚类必 为 A

关于 Q 的最优聚类
.

证 设 P 为 A 关于 Q 的优聚类
,

但不为 A 关 于Q 的最优聚类
,

则必有 P ,

〔 P ,

使 P ,

不为

优聚类
.

设在 P ,

的同级分割中
,

P :

为优聚类
,

则必有 Q ( P :

) < Q ( P
,

)
,

从而

Q ( P ) = f (Q (P
l
)

,

Q ( p 自 P 、
) )簇 f (Q ( P Z

)
,

Q ( p 「一P
I

) )
.

这与 f 的严格单
一

调递增相矛盾
.

故知 P 必为 A 关于 Q 的最优聚类
.

由此又知
,

如果将 f 定义为和
、

平方和
、

平方和的平方根 (如离差法)这类严格 单门递增

函数
,

则优聚类必为最优聚类
.

2 等价关系系统和系统聚类法

如果一种聚类条件能用等价关系描述
,

则该聚类问题将归结为简单的 等价类 分割问 题
.

定义4 设对于任意的入(
a 簇入簇 b )

, R ( 入)恒为 G 上的等价关系
,

且满足

( l ) 当 a 毛乳
:

< 入
:

簇 b 时
,

女s
一

l果 x R 以
,

) x 。 ,

则必有 X R 以
:

) x 」 ;

( 2 ) 当且仅当
x : 二 x 时

,

有
x R ( a ) X , ;

( s ) 恒有 x R ( b ) x ,

则 称 R ( 几) ( ; 蕊 义( b ) 为G 上的等价关系系统
.

用等价关系系统 R (脚对 G 施行动态等价类分割是指
:

先用等 价关系 R ( ; )使 G 中 的不

元素各自形成一 类
;
再逐渐增大大

,

只要 x
‘

R ( 元) x ,

便把 x ;

和 x ,

所在的类合 并 成 同新

类 ; 最后用等价关系 R ( b )使 G 中所有元素归为一类
.

定理 4 对
一

G 能够施行系统聚类法的充分必要条件是聚类条件能够用 d 上的等价关 系 系

统描述
.

证

充分性
:

设聚类条件已用等价关系系统 R 。 几 )描述
,

用 R (只 )对 G 施行动态等 价 类 分

害」
,

这就是对 G 施行的系统聚类法
.

必要性
:

设对 G 可以施行系统聚类法
,

分割依次合并的过 程 为
:

H
。 ,

H
,

H
: ,

⋯
,

H
、 ,

其中H
。

使 G 中不同元素各自形成一类
,

H
、

使 G 中所 有 元 素 归 为 一 类
.

把 分 割

k 一 1 )描述为等价关 系 R (几 ) ( ,

早二 簇 凡<
K 十 1

i + l

k + 1
把 玉王k

描述为等价关系 R ( l )
,

则 R ( 兄) (O 簇 几、 l )即为 G 上的等价关系系统
.

特别地
,

我们在 G
一

仁建 乞如 下两仲等价关系系统
:

R
,

‘兄 ) ( 0 毛 之落 l )定义为

( 1 ) 若
c ( x . ,

狱 ) 乡 1 一 元
,

则 X
·

R
,

( 几 ) x { ;

( 2 ) 若 x
:

R
、
( 元) x 、 , x : R ,

( 几 ) x . ,

贝!卜 R
,

(之 ) X J .

R Z
(几) ( 。 ( 几‘ 。I

‘) , 。

七
!

足够大夕定义为

( l ) 若
(
l ( X , X )

一

:二几
,

夕!11 \
「

R ( }- ) X , ;
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若 x :
R

:
( 几 ) x 、 , x 、

R
:
( 又) x ,

则 x ; R
:

( 几 ) x 1 .

这两种等价关系系统恰为对最短距离法的描述
,

因此
,

最短距离法恒可以用系统聚类法

实现
.

不仅如此
,

而且每一步骤所得
,

既为优聚类
,

也为最优聚类
.

这是因为任 取 A 任 F 和

k ,

在把 A 分割为 k 个类的等价关系巾
,

只的最小值必然存在
,

故知为优聚类
.

又由A 和 k

的任意性知
,

又必为最优聚类
.

聚类 分析中的传递闭包法
,

是将 G 的相似系数矩阵或距离矩阵逐步改造成传递闭包
,

然

后利用截矩阵进行聚类的方法
〔Z J .

定理 5

( l ) 设G 的相似系数矩阵为 C = ( c ( x
气 , x l

) )
,

其传递闭包为 C 半 = ( 。气 x , x ! ))

则对任意的元 ( o 毛 几毛 1 ) , c气 X
. , x ,

) ) l 一 元的充分 必 要 条 件 是
x i

R
,

( 几 ) x j .

( 2 ) 设 G 的距离矩阵为 D = ( d ( x
.

x } ) )
,

其传逸闭包为 D 余 = ( d 气 X . , x J

) )

则对任意 的入 ( 0 毛 几( d
L

。
)

,

d 气 X , x ) 簇 元的充分必要条件是
X R Z

( 元 ) x .

证 仅证 ( 1 )
,

因类似
,

( 2 )证 明略
.

充分性
: 设 x i

R ,
( 之 ) x ,

则 必 有 路 径 Z
: x

.

二 y l , y :
⋯

, y 。 二 x ) ,

使 当

l ( k < m 时
,

恒有
c ( y

、 , y 、 + ,
)夕 l 一 元

.

由传递闭包的构造知

e 带 ( x , x 」

) 异 m 1 n e ( y 、 ,

y 、 十 1
) 妻 l 一 凡

.

1求k 灯
tl。

必要性
:

设
c 气 x , x !

) 妻 l 一 几
,

由传递闭包的构造知
,

必有 路 径 l
: x = y

y 。 = X ! ,

使
c

.

气 x ,

m l n 。 ( y
k , y 、 * ,

)
.

故知当 l 簇 k < m 时恒
1 簇k < m

有 C ( y k , y 、 十 l
)异 一 元

,

从而 x i

R ,

( 元 ) x .

定理表明
,

传递闭包法的实质是建立 G 上的等价关系系统 R ,

( 凡)或 R Z
( x )

.

因 此
,

可

以直接根据相似系数矩阵或距离矩阵
,

构造出相应 的等价关系系统
,

从而 用 系 统 聚 类 法

实现动态的最优聚类
.

3 全序样本集的递归聚类法

以上在优聚类的定义和等价关系系统的构造中
,

已经多次利用递归 思想
.

这里
,

我们 仍

用递归思想
,

推广著名的Fis h“r算法
,

对全序样本集给出普遍适用的递归聚类法
.

设G 为全序样本集
,

序关系为 0
.

人的分割 P 二 { A
l ,

A
。 ,

⋯
,

A
、 } 称为全序分割是

指
:

当 x 、
任 A

。 , x l

任 A
二 ,

A
二
任 P 时

,

若 X 0 x t , X 。

0 x t , x ,

任 A
,

则 x :

任 A
,

P
l
仁 P 称 为 P 的全序子集是指

:

当 X 任 A 任 P , , x i

〔 A
I

任 P I

时
,

若 x
‘

o x , ,

x 。

O x , , x :

任 A
,

任 P ,

则 A
,

任 P , .

可以类似地给出全序优聚类 的定义
:

设 G 的离散函数为 S ,

聚类函数为Q
.

如 果 A 的全

序分割 P 在同级全序分割中使 Q 达到最小值
,

则称 P 为 A 关于 Q 的全序优聚类
.

特 别地
,

如

果 P 的全序子集均为优聚类
,

则称 P为 A 关于 Q 的全序最优聚类
.

有限全序样木集关于聚类函数的全序优聚类恒存在
.

设 G 的子集A 中全部元素按 序关系 O 排列的顺序为
x , ,

x Z , ‘ x 3 ,
·

,’,
x 二 令



西北农业大学学报 1 5卷60

G
i , J = { x

构造矩阵 S = ( s ; , j )
,

其中
5 . ,

! i 镇 t 簇 i }
.

定义为

5
. , = S (G

、 , , )
。

构造矩阵Q = ( q
; ,

其中q 、 , ,

定义为,q

、.产

( 1 )

( 2 )

1 , 5 2 , J ,

q n l I n f ( q
. _ 1 , 、 , s

t + l , )
,

i 一 l 镇 t < i

( 3 )

构造矩阵M = ( m
; , 1

( 1 )

( 2 )

( 3 )

对于给定的 k ( n ,

令

其余元素任意
.

)
,

其中 m
:

m
l , J =

, :
定义为

l ,

当 q
; , j = f ( q ; _ : , 、 ,

其余元素任意
.

t + 1 ,

」 ) 时
,

m
。 ,

= t + l
,

J k = n ,

j k _ z = I k 一 l ,

I k = m
k , 。 s

i k 一 i = m
k 一 1 , j k 一 1 ,

.7,

‘.几J.上
2 = 1 3 一

x = 1 2 一

1 2 = m
Z , J Z ,

1 : = 1
。

由此构成 A 的全序 k 分割

P = { A
: ,

A
: ,

⋯
,

A
k
少

其中A
, = G

: , , , ,
A

: = G
; : , j : ,

⋯
,

A
、 = G

; 、 , 、 .

按照这种程序进 行 全序 分割 的

方法
,

称为全序集关于 Q 的递归聚类法
.

定理6 全序集关于 Q 的递归聚类法得到关于 Q 的全序优聚类
.

证

( 1 )

( 2 )

显然
,

对任意的 i ( n ,

{ G
, ,

于为 G
l , ,

的一 级全序优聚类
.

设对任意 的 i ( n ,

递归聚类法所得到的 P
、
( i ) 为 G

1 , 的 k 级全序优聚

类
,

从而 q k , , = Q ( P 、
( i ) )

.

如果有 i( n ,

G
, , ,

的 k + l 级全序优聚类
.

设 G
, , J

的 k + 1

使递归聚类法所得到的 P k 十 、
( i ) 不 为

级全序优聚类为

、

肠

其中P
I

为G
, , ‘

一
,

的 k

Q ( P )

由于

P = P :
日 不G

,

级分割
,

因而

= f ( Q ( P ;

)
,

S
, ,

) ( Q ( P 、 + ,
( j ) ) = q 、 十 , , j .

q
k + z , 二 111 ] n f ( q 、 ,

, S
t + 1 5 )

,

k镇 t< i

因而
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f ( Q ( P
,

)
, s t , j ) < f ( q 、 , 一 , , s , s )

.

注意到 f 的单调非减性
,

故必有

Q ( P
,
) ( q 、 , ; 一 , = Q ( P

、
( i 一 l ) )

,

从而
,

P
、

( i 一 1 ) 不为 G
, ,

一
:

的 k 级全序优聚类
.

此与假 设 矛 盾
,

故 知 对 任 意 的

i簇 n ,

递归聚类法所得到的 P k + ,
( j ) 仍为 k 十

一

1 级全序优聚类
.

综上所述
,

全序集的递归聚类法恒得到全序优聚类
.

定理了 如果 f 是严格单调递增的
,

则全序集关于 Q 的递归 聚类法得到关于 Q 的 全 序

最优聚类
.

证 设有 k
,

i ( n ,

使递归聚类法所得到的 P
、
( i ) 为 G

, , j
的k 级全序优聚 类

,

但不为 k 级全序最优聚类
,

即有 P 、
( i ) 的全序子集 P为 G

。 。 , j 。的全序分割
,

但 不为 全

序优聚类
.

设 G
‘ 。 , : 。

的全序优聚类为 P
。 ,

则有Q ( P 。
) < Q ( P )

.

又设作为 G
: , J 。

全序分

割 的 P 、
( i ) 的 全 序 子集为 P , ,

作为 G
、 , ; 。 一 ,

全序分割 的 P
、
( i ) 的 全 序 子 集 为

P
Z ,

则 P : = P U P
, ,

且由定理 6 知
, P ,

为 G
, , j。

的全序优聚类
,

因而

Q ( P ,

) ( Q ( P 。
口 P Z

)
,

此 即

f ( Q (P )
,

Q ( P
:
) ) 镇 f ( Q ( P

。
)

,

Q ( P
,

) )
.

这与 f 的严格单调递增相矛盾
.

故知 P
、
( i ) 必为 G

, , j
的 k 级全序最优聚类

.

参 考 文 献

1 张尧庭
、

方开泰
.

多元统计分析引论
。

科学出版社
,

1 9 8 2

2 汪培庄
.

模糊集合论及其应用
。

上海科技出版社
,

1 9 8 3

SOM E PR O B L E M S CO N C E R N IN G C L U S T E R

A N A L Y SIS

W
a n g Na ix in

( C o m P u te r C e n te r ,

N o r th功e s te r n A 夕r宕e u ltu r a l U n f口e r s it夕 )

Ab弓t ra e t

In this Pap e r w e in tr o d u e e d a u n ifie d d efin itio n o f w e ll a n d o p tim u m e lu s te r ,

su m m a r iz e d m a n y elu ste r in g m e tho d s
, e sta b lishe d s o m e p r o p e r tie s o f e lu ster in g fu n e tio n ,

p r o v e d th e e q u iv a le n e e o f h ie r a eh ie a l e q u iv a le n t r e la tio n s w ith h ie r a eh iea l elu s te r in g

m e th o d s a n d e x te n d e d fish e r alg o r ithm
, p r o v e d th a t o r d e re d re C u rsiv e e lu s te rin g m u s t

yield w e ll o r d e r e d e 】u s te r , a n d s o m e s u ffieie n t e o n d itio n s o f 卯 t加 u m e lus te rin g

w e r e o b ta in e d
.

卜ey w o rd s
: e lu ste r in g fu n e tio n ;

e q一 iv ale n t r e ja tio n s;

w e ll e lu s te r ; o P tim u m e lu s te r ; ie r a eh ie al

r ee u r siv e c lu ste rin g m e th o d ,


