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6 18 法在两种常用

生长曲线拟合中的应用

袁志发 刘光祖 肖俊璋

西北农学院基础部 西北农学院农化系 )

M itsh e r ljeh 生长曲线

y = A + a e 一 k‘

和L O gi stj c
生长曲线

(a < O) (1 )

y 一 、 ;

今月
土 一「 口 〔

(a > O) (2 )

是应用比较广泛的两种限制性生长曲线
,

其中A 为生长上限
。

在生长曲线 (1 ) 或 (2) 中
,

若 A 为 已知常数
,

经过 变换
,

可以使曲线成为未知参

数
a 和k的线性函数

:

In (A 一 y ) = In (一 a ) 一 k t (3 )

和
I。 产孚芝)

= In a 一 k t

少

(4 )

这时
,

可 以用最小二乘法通过解正则方程组的方法将
a 和 k的值求出来

。

当A未知时
,

生长 曲线 (l ) 或 (2 ) 为待定参数 A
, 。,

k 的非线性函数
,

可表示为
:

y = f (t
,
A

, a ,
k ) (5 )

拟合N个观察点 (N > 3)

(t
; , y :

)
,

(t :
, y :

)
,

⋯ (t N
, yN )

则最小二乘解A
, a ,

k 应满足准则

N

Q = 乙 (yi一 y i)
z = m 1n l (6 )

i
一

l

一般情况下
,

无法求出A
. a .

k 的解析解
。

往往利用台劳展开使生长曲线线性化
,

然

后用逐次迭代法求解
。

由于上述曲线与线性关系差别很大
,

只有在最小二乘解A
, a ,

k

的附近
,

迭代过程才是收敛的
。

因此
,

用迭代法解最小二乘问题应使参数初值充分地接

近参数的最小二乘解
,

否则迭代过程就不能收敛到最小二乘解A
, a ,

k
。

另外
,

迭代过

程若用计算器完成
,

不但麻烦而且往往办不到
。

为此
,

人们常用三点法
,

费歇 (Fi sh er)

法
,

尤拉 (J ul l) 法
,

罗茨 (R ho des ) 法
,

奈尔 (N ai r) 法等方 法来估计待定参 数
。

在 这
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些方法中
,

由于三点法最简单
,

所以是人们经常采用的方法
。

这些方法所估计的参数对

于同一组观察点
,

由于选点不同或用的方法不同而又不同
,

所选点又非理论值
,

又往往

不能满足准则 ( 6 )
。

这样
,

对一组观察点来说
,

上述方法所估计的参数不能客观的反

映生长过程的特征
;
对于需要比较的两组观察点来讲

,

就失去了可比的条件
。

因此
,

我

们提出用 。
.

61 8法来搜索满足准则 (6 ) 的最小二乘解
,

其步骤如下
:

首先确定 A 的搜索区间 〔a 。
.

,
b
。

」
,

这可 由A的生物学意义来确定
,

如 由观察点中
v

的最大值来确定A 的搜索 区间
。

求出区间 厂a
。,

b
。

」中的两点

A
, = a 。 + 0

.

3 5 2 (b
。一 。 。

) A
: 二 a 。 + 0

.

6 2 5 (b
。一 。 。

)

则

a 。< A
:

< A
:

< b
。

以A
,

和 A
Z

作为A 的估计值
,

利用线性化 公 式 (3) 和 (O
,

待 定 a 和 k
。

对 于 (3) 来

讲
,

有

厂K
‘ -
一 乙 (t厂 t i)

J
一

1

[ In (A j一 y ; ) 一 In (A
、一 y i

)〕

七
a ; = 一 。x P 仁l。不盯巧万

+ k

对于 (4 ) 来讲
,

有

(t
J 一 t 二)

“

(7 )

几
、

E刁//
才

几
、

云扛

/与
n

.

1

「K
‘二
一 艺 (tj 一 ‘

) j
一

l

、 二 ,
_

,

A ; 一 y ;

夕 L I n 气一二
丁 泛

了 j

, ,

A ; 一 y j
、 ,

少一 In 叹一 一 二; 一 ) l
J j

(tj一 t i
)

(8 )

其中
a ; .

k
;

是对应于A i (i = 1
.

2) 的最小二乘解
,

大于Ai 的y值不参加拟合运 算
。

计算A
,

和 A
Z

两点
_

匕的Q值
,

此时用所有N 个观察点来计算
,

由于拟合时只用 了 前ni

个点
,

故Q
, = Q (A

; , n ; ,

N ) (n ;

兰N )
。

比较它们的大小
:

OO

、Z
‘

,卜�a仁七比吧
矛

‘了
‘、配�若Q

;
< Q Z ,

则A的搜索区间缩小为 厂a 。 ,

A
Z

〕
,

如图 1

若Q
。

> Q
Z ,

则A的攀索区间缩小为 仁A
! ,

b
。

〕
,

如图 1

么 再.

认6份

人 玩

念一二弓
一 一 斗

饥
仁一

_

a
。

场咬灸 a : 》 仅1

图 1
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如果A 在 「a 。,
A : 〕内

,

则第三点取为

A
3 = a 。 + A

之一 A
l

(9 )

其最小二乘解为
a 。 ,

k
3 ,

Q
3 = Q (A

3 , n 3 ,

N ) ; 比较Q
,

与Q
3

的大小
:

若 Q
3

< Q
, ,

则A 的搜索区间缩小为 口
。 ,

A
;

」
,

如图 2 (a)
。

若 Q
3

> Q
; ,

贝}IA 的搜索区间缩小为 「A
3 ,

A
Z
」

,

如图 2 (b)
。

氏 人, A,

入
: ‘

0 0. 2功 d 别从 4 ‘抽 1
卜~ ~ ~ ‘~ - ~ 加~ 喇. ~ ~ ‘~

氏 A, 入 ^
:

匕

1,b.,Tt
0
卜- . - - 叫卜- - 一今

- 一
。
一 一

久 八s 八. 人z

0
卜 -
Q

。

八多 声一 人i

口; < 仅,

图 2

每次缩小 了的A 的搜索区间都包含有三个点
,

的办法决定新的搜索区间
,

如此反复地搜索下去
,

然
, m 次搜索缩小 区间之后

,

搜索区间长度为
:

△ = (0
.

6 1 5 )
门

(b
。 一 a )

根据 (1 0 ) 式
,

由预定的精度可确定搜索次数
。

下面用实例来说明这一方法
。

口; 7 口r

用 区间的两头点相加减去中间保 留点

直到搜索区间满足 须定精度为止
。

显

(1 0 )

小黄金一号大豆叶而积系数增长动态资料 (丁希泉
, 1 9 78 年引用 ) 如下表

:

(t 为从 6 月 1 日开始的经历天数 )

⋯
‘0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0

5
。

3 5
。

5

8 O

弓
。

6

试拟合生长曲线 ( 2 )
,

使△ < 1 %
。

由所给资料及A的生物学意义
,

A 的搜索区间我们 确 定为 〔5
、

6 〕

△ 二 (。
.

6 18 )
。

(b
。 一 。 。

) I
,

l

一 : 。 = 0
.

0 0 8 ( 1 %

即需要搜索10 次
,

也就是说要计算到A
, r

为止
。

A , 二 5 + o
,

3 8 2 (6 一 5 ) 二 5
.

3 8 2 A
: = 5 + 0

.

6 一8 ( 6 一 5 ) = 5
.

6 1 5

则 n , = 6 ,
N = 8 , :‘l = 3 4 9

.

2 9 2 15 ,

K
, = 0

.

15 6 6 3 ,

Q
J

(A
l , 6

、

8 ) = 0
.

5 7 7 8 0 ;

n Z = 8 ,
N = 8 , a : = 2 3 9

。

9 5 9 5 9
,

K
: = 0

.

1 3 7 0 7 ,

Q
:

(A
: , 8 , s ) 二 0

.

2 0 18 5
。

由于Q
,
> Q

Z ,

故A 的搜索 区间缩小为 〔5
.

3 8 2 , 6 〕
, A Z

在其内
。

A
3 = 5

.

3 8 2 + 6 一 5
.

6 1 8 = 5
.

7 6 4

则 n : = N = 8 , a 。 = 1 2 5
.

8 1 7 5 6 , K 3 = 0
.

1一3 0 1
,

Q
。 ,

(A
。 ,

8 , s ) = 0
.

4 9 3 8 7
。

由于Q
,

>
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Q
Z ,

故A 的搜索区间缩小为 〔5
.

3 5 2 , 5
.

7 6 4〕
,

A
Z

在其内
。

A
‘ = 5

.

3 8 2 + 5
.

7 6 4 一 5
.

6 18 = 5
.

5 2 8

则 n ‘ 二

) Q
: ,

7 ,
N = 8 , a 4 = 3 3 1

.

3 3 3 6 0
,

K
‘ = 0

.

1 5 1 1 7 ,

Q
4
(A

4 , 7 , 8 ) = 0
.

5 6 1 6 4
。

由于Q
‘

故A的搜索区间缩小为 印
.

5 2 8 , 5
.

7 6 4〕
,

A
Z

在其内
。

仿此作到A
, , ,

其结果列

表如下
。

精度△观察
。搜 索 点 {点数

l自
、

I八
}

蒸聂
一n ‘

一Q Q 大小比较

一
一

.

一
一师一一

搜索过程

000八1 = 5
。

3 8 2 .

: = 5
。

6 18 -

、

r、}
全显{
又欺⋯
n ‘

」
6 ⋯3 4 9

·

2 9 2 1 9
-

旦
一 {2 3 9

·

9 5 9 5 9

2 9 2 1 9⋯o
9 5 9 5 9 10

。

1 5 6 6 3
。

1 3 7 0 7

0
。

8 7 7 8 0

0
。

2 0 1 8 5收
2 一A

3 二 5 7 6 4

上⋯二

⋯6

一少
一 只 1 2 8

·

8 1 7 5 6 10
。

1 13 0 1 0
。

4 9 3 8 7

。

6 18

。

3 8 2

3 一A
4 = 5

.

5 2 8 3 3 1
.

3 3 3 6 0 10
.

15 1 1 7 0
.

5 6 16 4
-

一}

—
‘

一一

缩 小 的 搜

索 区 间

5
。

3 8 2一 6

A
:

在其内
5

。

3 8 2一 5
。

7 6 4

A
:

在其内
5

。

5 2 8一 5
。

7 6 4

A
:

在其内

4 一A
。 二 5

·

6 7 4 一8 ! 8 1 6 2 8 9 2 3 1 { 0
。

1 2 2 6 7 0
.

2 3 4 8 3

Q
,

> Q
Z

Q
3

> Q
:

Q
‘

> Q
Z

Q
,

) Q
Z

Q
6

> Q
Z

Q
:

< Q
Z

Q
S

> Q
7

Q
。

< Q
7

Q
。,

> Q
。

Q
, ;

( Q
。

一5
。

5 2 8一 5
。

6 7 4

⋯
。

}O

1
。

!
八

A
:

在其内

。

2 3 6

。

1 4 6

产一一
一
一 一

—
一一

—
}

—5 ⋯A
。 = 5

.

5 5 4
’

8 7

6 {A
7 = 5

.

6 4 0 ! 8 一8

7 IA
: = 5

.

6 5 2 8 { s

8 ,A
。 = 5

。

6 3 0
, 8 一8

9 IA
, 。二 5

.

6 2 8一8 1 8

‘0
⋯A

1 1 一 5
·

6 3 8 } “ ⋯
“

2 3 8
。

5 1 3 1 1 0
。

1 3 6 7 8 0
。

2 4 7 6 9

19 2
。

8 15 1 2一0
。

1 2 9 2 2 1 0
。

1 8 1 0 6

_ }
5

。

5 8 4一 5
。

6 7 4

A
Z

在其内
0

。

0 9

5
。

6 1 8一 5
。

6 7 4

A
:

在其内
O

。

0 5 6

18 2
。

3 9 9 1 0
·

12 6 7 6 10
·

18 9 9 2 1
5

。

6 1 8一5
。

6 5 2

A
7

在其内
5

。

6 1 8一5
。

6 4 0

A
。

在其内
5

。

6 2 8一5
。

6 4 0

A
。

在其内

O
。

0 3 4

2 0 8
。

8 8 9 1 2 0
。

1 3 2 1 3 0
。

18 0 6 5 0
。

0 2 2

2 12
。

8 9 1 0 9」0
。

13 2 8 2 0
。

18 2 6 9 0
。

0 1 2

1 9 5 6 1 2 3 7一0
。

1 2 9 7 5 0
。

1 8 0 0 2

一

⋯东后3 6二抓后46 }百不
{ A 刁户 」」

J ,

J ~ }U . V l

」 才、 11 刁土 多月; l刊 }

经过10 次搜索
,

取A = 5
.

6 3 8 , K = 。
.

1 2 9 75 , a 二 19 5
.

6 1 23 7 ,

则可得拟合生长曲线

V =
5

。

6 3 8

1 + 19 5
。

6 12 3 7 e 一 “
‘

1 2 9 7 5 t

A的精度为 1 %
,

剩余平方和为Q = 0
.

1 80 02
,

Q的精度为

Q
: 一 Q

。 = 0
.

1 8 1 0 6 一 0
.

1 8 0 6 5 = 0
.

0 0 04 1 = 0
.

0 4 %
。

在搜索过程中
,

为加速收敛速度
,

还可采取抛物线加速法
,

如搜索到某一步后
,

待

估参数 e的搜索区间为 [ 口
, ,

口3 〕
,

0
2

在其中
,

下一个点可取

口
‘

,
(日

“ : 一 口
“ 3

) + Q : (8
“ 3 一 口

, “
) + Q

3
(8

1 “ 一 夕
“ 2

)
,

(口: 一 0
。
) + Q

:
(6

3 一 8
,
) + Q : (日

、一 8
:
)

Q工Q

如上例
,

搜索到第 6 步
,

A 的搜索区间为 〔5
.

6 rs , 5
.

6 7 4 〕
,

A
7 = 5

.

6 4 0在其内
。

令

0 , = 5
.

6 1 8 ,

Q
, = 0

.

2 0 18 5 ; 8 : = 5
.

6 4 0
,

Q : = 0
.

1 8 1 0 6 ; 白3 = 5
.

6 7 4 ,

Q
3 = 0

.

2 3 4 8 3 ,

则

夕
4 = 5

。

6 3 9

它与A
: , = 5

.

6 38 很接近
。
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图 3 为0 6 1 8算法框图
。

QQQ = Q 。
b = b ooo

CCC二 O + 吸5日2 (‘一。)))

ddd
二 a + 。61舀(卜一 。)))

氏氏 == Q (c
.

九
.

对)))

QQQ‘ == Q(d
.

九
.

N )))

‘‘二 d d == CCCCC

瓦赢又又QQQd = Qccccccc

以= C C二时

Qc 二 臼

b 一 Q ‘ △ ?
足

,
,

1 是
A二吉(a +b) 片一

- b 一 a 《 。 ?

否 奢

C 二 众 + 以弓I盆 (b 一口 )

Qc = Q (c
.

九
.

川)

d , 以 + O
.

6 IB (b 一 。 )

Qd == Q (d
.

九
.

万)

圈 3
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In th is p a p e r ,
if th e tr a e e d in fe rv a l o f A

be g运5 w ith (a
。 ,

b
。

)
, p r e eiso n b e △

二

(0
.
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