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［摘　要］　【目的】建立天敌胁迫下食饵种群动态模型的参数估计方法。【方法】利用灰色系统理论和灰色建模

思想及差分等数学方法，对动态模型中的参数进行了估计。【结果】通过数学方法建立了动态模型参数的灰色估计法

公式，解决了天敌肋迫下食饵种群动态模型的参数估计问题。【结论】通过对４个小麦品种蚜虫资料实例的参数估

计，表明所建议的灰色参数估计法是有效的。
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　　在种群动态模型研究中，很多学者为生物世界

的种群建立了种类众多的模型［１３］，这些模型从不同

角度对种群变化给予了描述，拓展了生态学研究的

空间。起始于 Ｍａｌｔｈｕｓ的人口研究，经改进由 Ｖｅ

ｓｈｕｓｔ首先提出的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型，就是其中重要的模

型之一。长期以来，人们对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型不断进行

应用研究，已经为其给出了种种拟合方法［２，４６］，使

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型得到了广泛应用。在为种群所建立的

各类模型中，最常见的是自治微分方程（组）模型，而

许多微分方程是很难求得其解析解的，这在一定程

度上制约了模型的应用。其实，在模型实际应用中，

虽不能求得其解析解，但只要能知道模型参数，就可

以说明种群的某些特性和相互关系。基于此，本研

究针对赵学达等［３］建立的天敌胁迫下食饵种群的动

态模型，利用灰色系统理论和灰色建模思想，建立了

参数估计方法，以期为食饵种群的估计及有关模型

的研究应用提供参考。

１　天敌胁迫下食饵种群动态模型的参

数估计

１．１　天敌胁迫下食饵种群的动态模型

由于Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型只是在理想状态下对单种群
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数量动态的描述，而现实中的种群很少有不受外界

干扰而独立存在的，因此单一种群动态模型即Ｌｏ

ｇｉｓｔｉｃ模型，并不完全适用于自然界中广泛存在的具

有捕食关系的食饵种群。因此赵学达等［３］研究建立

了具有捕食关系的自然种群模型，即：

ｄ犖
ｄ狋
＝狉犖（１－

犖
犓
）－
犘犽（犖－犖犿）
（犖－犖犿）＋犱

，犖＞犖犿。（１）

式中，犖 为食饵种群密度；狉为食饵种群内禀增长

率；犓 为自然状况下的食饵种群容纳量；犘为天敌种

群密度，犽为天敌饱和捕食率，犘犽表示天敌饱和捕

食量；犖－犖犿 表示食饵种群中可以被天敌捕食的

量，即当食饵种群密度达到最低限值犖犿 时，天敌将

因捕食行为难于完成而迁移；犘犽
（犖－犖犿）

（犖－犖犿）＋犱
表示天

敌实际捕食量，犱为天敌捕食半饱和系数。

在此种群动态模型中，有狉、犱、犓、犽、犖犿５个待

估参数。假设种群动态模型中的犱和犖犿 已知，那

么需要估计的参数只有狉、犓、犽３个。为此，可将方

程式（１）改写为：

ｄ犖
ｄ狋
＝狉犖－

狉
犓
犖２－犽

犘（犖－犖犿）
（犖－犖犿）＋犱

，犖＞犖犿。（２）

设犪１＝狉，犪２＝狉／犓，犪３＝犽，则式（２）可写成：

ｄ犖
ｄ狋
＝犪１犖－犪２犖

２－犪３
犘（犖－犖犿）
（犖－犖犿）＋犱

，犖＞犖犿。

（３）

１．２　模型参数的灰色估计法

设犖
（０）＝｛犖

（０）（犻），犻＝１，２，…，狀｝为非负食饵种

群的原始数据序列，犘
（０）＝｛犘

（０）（犻），犻＝１，２，…，狀｝

为一非负的捕食者种群的原始数据序列。将由一个

序列建成的具有微分、差分和近似指数律兼容的模

型，称为灰色建模［７］，灰色建模采用微分方程描述研

究对象的动态行为，而且直接对模型中的参数进行

估计，因而适合处理上述模型。

按照定义，有：

ｄ犖
ｄ狋
＝ｌｉｍ
Δ狋→０

犖（狋＋Δ狋）－犖（狋）

Δ狋
。 （４）

对时间进行细化，假设原始调查数据时间间隔

相对于种群变化时间间隔为足够小，当种群数量很

大时，取时间间隔为单位时间间隔，则有

ｄ犖
ｄ狋
≈犖（狋＋Δ狋）－犖（狋）。 （５）

由灰色理论中灰导数和偶对数的映射关系可知，

ｄ犖
ｄ狋
可以表示成种群数量的一次累减。假设在犖（狋）

到犖（狋＋Δ狋）的Δ狋时段内，种群数量没有发生突变，

取狋时刻
ｄ犖
ｄ狋
的背景值为犖（狋）和犖（狋＋Δ狋）的平均

值，即有：

犱犖
犱狋
＝
犖（狋＋Δ狋）＋犖（狋）

２
。 （６）

将上式代入（３）式右端，离散化后为：

犖（狋＋１）－犖（狋）＝犪１
犖（狋＋１）＋犖（狋）

２
－

犪２［
犖（狋＋１）＋犖（狋）

２
］２－犪３

犘（狋＋１）＋犘（狋）

２

［ 犖（狋＋１）＋犖（狋）－２犖犿

犖（狋＋１）＋犖（狋）－２犖犿＋２犱
］。 （７）

将狋＝１，２，…，狀－１时的原始数据依次代入式

（７）中，可得到如下方程组：

犖（２）－犖（１）＝犪１
犖（２）＋犖（１）

２
－犪２［

犖（２）＋犖（１）

２
］２－犪３

犘（２）＋犘（１）

２
［ 犖（２）＋犖（１）－２犖犿
犖（２）＋犖（１）－２犖犿＋２犱

］；

犖（３）－犖（２）＝犪１
犖（３）＋犖（２）

２
－犪２［

犖（３）＋犖（２）

２
］２－犪３

犘（３）＋犘（２）

２
［ 犖（３）＋犖（２）－２犖犿
犖（３）＋犖（２）－２犖犿＋２犱

］；

…　　　　　　　　　　　…　　　　　　　　　　　　　…

犖（狀）－犖（狀－１）＝犪１
犖（狀）＋犖（狀－１）

２
－犪２［

犖（狀）＋犖（狀－１）

２
］２－犪３

犘（狀）＋犘（狀－１）

２
［ 犖（狀）＋犖（狀－１）－２犖犿
犖（狀）＋犖（狀－１）－２犖犿＋２犱

烄

烆
］。

（８）

　　用矩阵表示该方程组，有：

犡犖＝犅犪
∧

。 （９）

其中 犡犖＝［犖（２）－犖（１），犖（３）－犖（２），

…，犖（狀）－犖（狀－１）］犜；

犅＝

犖（２）＋犖（１）

２
－［
犖（２）＋犖（１）

２
］２－
犘（２）＋犘（１）

２
［ 犖（２）＋犖（１）－２犖犿

犖（２）＋犖（１）－２犖犿＋２犱
］

犖（３）＋犖（２）

２
－［
犖（３）＋犖（２）

２
］２－
犘（３）＋犘（２）

２
［ 犖（３）＋犖（２）－２犖犿

犖（３）＋犖（２）－２犖犿＋２犱
］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

犖（狀）＋犖（狀－１）

２
－［
犖（狀）＋犖（狀－１）

２
］２－
犘（狀）＋犘（狀－１）

２
［ 犖（狀）＋犖（狀－１）－２犖犿

犖（狀）＋犖（狀－１）－２犖犿＋２犱

烄

烆

烌

烎
］

；
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犪
∧

＝［犪１，犪２，犪３］
犜。

按照最小二乘法，则有

犪
∧

＝［犪１，犪２，犪３］
犜＝（犅犜犅）－１犅犜犡犖。 （１０）

公式（１０）就是模型（１）的参数估计公式。根据

变换前狉、犓、犽和犪１、犪２、犪３ 的关系，即犪１＝狉，犪２＝

狉／犓，犪３＝犽，可以得到狉、犓、犽的值，从而解决了食饵

种群动态模型（１）的参数估计问题。

１．３　Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型参数的灰色估计法

根据模型假设，如果食饵种群数量暂时低于

犖犿，此时调查数据中将没有捕食者出现，则食饵种

群动态模型变为经典的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型，虽然关于此

模型中参数狉和犓 的估计方法已经很多，但其作为

模型（１）的一种特殊情况，也可以利用灰色辨识法对

其进行参数估计。在Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型

ｄ犖
ｄ狋
＝狉犖（１－

犖
犓
） （１１）

中，令犪１＝狉，犪２＝狉／犓，则方程被离散化为：

犖（狋＋１）－犖（狋）＝犪１
犖（狋＋１）＋犖（狋）

２
－

犪２［
犖（狋＋１）＋犖（狋）

２
］２。 （１２）

将狋＝１，２，…，狀－１时的原始数据代入上式后，

得到的方程组可用矩阵表示为：

犡犖＝犅犪
∧

。 （１３）

其中，犡犖＝［犖（２）－犖（１），犖（３）－犖（２），…，

犖（狀）－犖（狀－１）］犜；

犅＝

犖（２）＋犖（１）

２
－［
犖（２）＋犖（１）

２
］２

犖（３）＋犖（２）

２
－［
犖（３）＋犖（２）

２
］２

　　　　　　

犖（狀）＋犖（狀－１）

２
－［
犖（狀）＋犖（狀－１）

２
］

烄

烆
２

；

犪
∧

＝［犪１，犪２］
犜。

按照最小二乘法，可得Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型（１１）的参

数估计式为：

犪
∧

＝［犪１，犪２］
犜＝（犅犜犅）－１犅犜犡犖。 （１４）

由式（１４）可得犪１＝狉，犪２＝狉／犓 的估计值，从而

可求得参数狉、犽的值，由此可以得到Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型

的又一种参数估计方法。

利用以上参数估计公式，可以得到食饵种群动

态模型的内禀增长率及饱和容纳量，从而可进一步

研究无天敌的情况下食饵种群的动态增长规律。

２　应用举例

利用参数估计式（１３），对胡想顺等
［８］２００３年所

研究的陕西省不同品种小麦麦长管蚜种群数量的动

态调查数据进行参数估计，其中小麦品种有德国品

种Ｘａｎｔｈｕｓ、Ｂａｔｉｃ、Ａｓｔｒｏｎ及美国品种Ａｍｉｇｏ，其结

果如表１所示。

表１　不同品种小麦麦长管蚜数量的动态变化

Ｔａｂｌｅ１　Ｎｕｍｂｅｒｓｏｆ犛犻狋狅犫犻狅狀犪狏犲狀犪犲ａｐｈｉｄｅｓｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗｈｅａｔｓ

日期

Ｄａｔｅ

小麦品种 Ｖａｒｉｅｔｙ

Ｘａｎｔｈｕｓ Ｂａｔｉｃ Ａｓｔｒｏｎ Ａｍｉｇｏ

０４０４ ０ ０ ０ ０．０６６６６７

０４１１ ０．０８６６６７ ０．１０８８８９ ０．４０８８８９ ０．１３３３３３

０４１８ ０．６４２２２２ ０．７５５５５６ ０．７７５５５６ １．１０００００

０４２５ １．８９７７７８ ２．４２００００ ２．８２２２２２ ４．００００００

０５０２ ９．８２００００ １１．２４００００ １３．３０６６７０ １５．４０００００

０５０９ １２１．０８００００ １０６．５２６７００ １１０．５４００００ ２８．８０００００

０５１６ ９１．８７３３３０ １２２．３６００００ ５３．１３３３３０ １０４．３０００００

０５２３ ６４．０８００００ ７３．４７３３３０ ４７．４０００００ １２２．１０００００

０５３０ １３．５０６６７０ １９．４８００００ １４．０６６６７０ ８．４０００００

０６０６ ０．１０００００ ０．２１３３３０ ０．０７３０００ ０

０６１３ ０ ０ ０ ０

　　数据处理时，以各个品种小麦上麦长管蚜一个

增长阶段的数据作为基本数据。由表１可知，由于

０４１８之前各品种小麦上的麦长管蚜虫都很少；而到

了０５２３，小麦趋于成熟，麦蚜危害的重要时期已过，

所以选择０４１８～０５２３间的数据作为处理对象，用

数学软件 Ｍａｔｌａｂ对数据进行处理，得到各品种小麦

麦长管蚜的内禀增长率（狉）、实际内禀增长率（狉′）和

容纳量（犓），如表２所示。
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表２　不同品种小麦麦长管蚜内禀增长率和容纳量的计算结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｃａｒｒｙｉｎｇｃａｐａｃｉｔｙａｎｄｉｎｔｒｉｎｓｉｃｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｏｆ犛犻狋狅犫犻狅狀犪狏犲狀犪犲ａｐｈｉｄｓｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗｈｅａｔｓ

参数

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ

小麦品种Ｖａｒｉｅｔｙ

Ｘａｎｔｈｕｓ Ｂａｔｉｃ Ａｓｔｒｏｎ Ａｍｉｇｏ

内禀增长率（狉）Ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｇｒｏｗｔｈｒａｔｅ ４．６７２５ ３．０９３６ ６．９６２２ １．９０３１

实际内禀增长率（狉′）

Ｒｅａｌｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｏｆｎａｔｕｒａｌｉｎｃｒｅａｓｅ
０．６６７５ ０．４４１９ ０．９９４６ ０．２７１９

容纳量（犓）Ｃａｒｒｙｉｎｇｃａｐａｃｉｔｙ １００．９１７９ １１９．９０６９ ７５．５９３９ １２６．０３３１

　　注：由于试验调查数据为每周调查１次，实际的内禀增长率狉′为内禀增长率狉与７的商。

Ｎｏｔｅ：Ｒｅａｌｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｉｓｉｎｔｒｉｎｓｉｃｇｒｏｗｔｈｒａｔｅｄｉｖｉｄｅｅｌｂｙ７，ｆｏｒｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｄａｔａｗａｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｏｎｃｅａｗｅｅｋ．

　　由表２可知，由于小麦Ｘａｎｔｈｕｓ和Ｂａｔｉｃ上麦长

管蚜的内禀增长率和容纳量均较高，所以不适合作

为我国小麦抗蚜育种的材料；小麦Ａｓｔｒｏｎ上麦长管

蚜虽然具有较低的容纳量，但却有较高的内禀增长

率，故也不宜作为抗蚜育种材料；小麦 Ａｍｉｇｏ上麦

长管蚜的内禀增长率和容纳量均较小，可以作为我

国小麦抗蚜育种的选择材料。这里只是通过４种不

同品种小麦麦长管蚜的一个增长阶段来分析、研究

其抗蚜性，而在选育抗蚜小麦品种的实际工作中，应

在初步分析抗蚜性的基础上，对各小麦品种的各项

抗蚜指标进行综合分析，才能进一步从中选出抗蚜

性较好的小麦品种。

３　结论与讨论

１）赵学达等
［３］建立了天敌胁迫下的食饵种群动

态模型，但目前尚没有关于其参数估计方法的报道。

由于该模型是非线性自治微分方程，很难得到其解

析解，因此借助于解函数求其参数是难以实现的。

对此本研究提出了参数灰色估计法，即直接由方程

估计参数，这在一定程度上扩大了该模型的应用范

围。

２）对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型而言，由于能求得其解析解，

因此其参数估计方法很多，如０．６１８法、三点法、四

点法、麦侉法、牛顿迭代法等。本研究推导出的灰色

参数估计法，完全不同于前述各种方法，其直接利用

模型来估计参数，具有方法简单、易于应用等优点。

算例验证结果表明，利用本研究建立的参数估计方

法所得到的评价结果，与文献［８］的研究结果基本相

符，准确性满足要求。
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