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　　[摘　要 ]　运用灰色微分方程与自记忆原理相结合的方法,建立了地下水埋深预测的灰色自记忆模型,并以

新疆和田市地下水长期观测井GW 9为例进行了埋深模拟和预测。结果表明,该模型具有较高的模拟及预测精度,

且简洁实用。
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　　地下水埋深动态变化是一个复杂的水文过程,

其受到一系列自然和人为因素的影响。准确地预测

地下水埋深变化,对于农业灌溉规划具有实际意义,

特别对于非灌溉天然植被有着重要意义。地下水埋

深动态预测有多种方法,传统的方法有确定性模型

和随机模型,其中确定性模型的求解主要有解析法、

数值法和物理模拟法;随机性模型有回归分析法、频

谱分析法等,但由于这些模型本身复杂或大量的物

理参数难以获得,因而不便在实际中应用。近年来,

根据系统的观点对地下水埋深序列进行分析建模的

预测方法有所应用,如模糊识别、人工神经网络等,

但这些方法均需要分析确定影响地下水埋深动态变

化的主要因素,并需要收集整理与地下水埋深动态

观测序列相一致的各种影响因素观测序列,故在实

际应用中尚存在一定困难[1 ]。

本研究采用灰色微分方程与自记忆原理相结合

的方法, 即由灰色系统方法导出GM (1, 1)微分方

程,再进一步建立自记忆方程预报模型,该方程只涉

及地下水埋深序列本身,避免了多种影响因素数据

的收集整理,具有简洁方便的特点。用其对新疆和田

市地下水长期观测井GW 9的埋深进行了模拟及预

测,现将结果报道如下,以期为地下水埋深的准确预

测提供参考。

1　建模原理

本文建模的思路: (1)数据归一化处理; (2)导出

系统的GM (1, 1)微分方程; (3)建立灰色自记忆模

型; (4)进行模拟和预测。

1. 1　灰色微分方程

GM (1, 1)是一阶单变量的微分方程模型,是用

一阶线性常微分方程来描述灰色系统单序列动态情

况的模型,可以对水文单因素进行中长期预报[223 ]。

设原始时间序列为 x
0 = (x

0 (1) , x
0 (2) , ⋯, x 0

(n) ) , 对其进行一次累加生成 (12A GO ) , 记生成数

据序列为 x
1, 有 x

1 = (x
1 (1) , x

1 (2) , ⋯, x
1 (n ) ) =

(x
0 (1) , x

1 (1) + x
0 (2) ,⋯, x

1 (n - 1) + x
0 (n) ) ,得到

的新数据序列与原始数据序列相比较,其随机程度

大大弱化,平稳程度大大增加。

对x
1 建立白化形式微分方程:

dx 1

d t
+ ax 1 = u (1)

式中, a 为发展灰数, 其预测对象的变化趋势; u 为

内生控制灰数。若令aδ为待估参数向量,则有:

aδ =
a

u
(2)

利用最小二乘法求解,
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aδ = (B TB ) - 1B T YN (3)

其中 B =
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[x 1 (2) + x 1 (3) ] 1

� �

-
1
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[x 1 (n - 1) + x 1 (n) ] 1

(4)

YN = [x 0 (2) , x 0 (3) ,⋯, x 0 (n) ]T (5)

　　在式 (1)中,令dx 1

d t
= F ,移项后得, F = u - ax

1。

1. 2　自记忆方程

1. 2. 1　自记忆原理　诸多自然现象和社会现象均

是不可逆的。对不可逆现象的研究使得记忆概念被

引入到无生命现象中,基于物理运动不可逆性提出

的自记忆原理,针对有微分方程描述的动力系统,可

以建立相应的自记忆模型[425 ]。

设系统动态微分方程为:

5 x
5 t

= F (x , Κ, r, t) (6)

式中, x 为变量; Κ为参数; r为空间; t为时间。则式

(6)也可以写为方程组形式:

5 x i

5 t
= F (x i, Κ, r, t) , i = 1, 2,⋯,N

式中,N 为整数; x i为第 i个变量。为简便计,以下只

考虑 1 个变量 x。定义记忆函数 Β ( r, t ) , 且

ûΒ(r, t) û≤1, Β为r和t的函数,当固定在空间点r i 上

时,在Β中省写 r
0,在希尔波特空间中定义内积为

(f , g ) =∫
b

a
f (Ε) g (Ε) dΕ, f , g ∈L 2 (7)

　　运用此内积运算对系统微分方程进行变换,并

设变量 x 和 Β连续、可微、可积, 令 Βt≡Β ( t) , Β0≡

Β( t0) , x i≡x ( t) , x 0≡x ( t0) ,余此类推。由微积分中

的分部积分和中值定理可推导得到 1个回溯阶为p

的差分- 积分方程,即为自记忆性方程,可表示为

Βtx t - Β- p x - p - ∑
0

i= - p

x m
i (Βi+ 1 - Βi) -

∫
t

- p

Β(Σ) F (x , Κ, Σ) dΣ= 0 (8)

式中, x
m
i≡x ( tm ) , ti< tm < ti+ 1。式 (8) 强调了系统状

态前后时序之间的联系,即系统自身的记忆性,用历

史资料确定记忆函数,就可进行模拟或预报。

由引入记忆函数将微分方程转换为差分- 积分

方程并求解的原理,称为自记忆性原理[627 ]。

1. 2. 2　自记忆建模　以前述灰色系统理论建立的

dx 1

d t
= F 作为1个动力核,可运用系统自记忆原理,导

出系统的自记忆方程。为叙述方便,以下用x 代替x
1。

对p 阶自记忆方程式 (8)进行离散化,用求和代

替积分,微分变为差分,中值 x
m
i 用 2 个时次的值代

替。令x - p = x
m
- p - 1, Β- p - 1= 0,取时次为等距间隔,即

令∃ t= ti+ 1- ti= 1,则得式 (7)的离散形式为

x t = ∑
- 1

i= - p - 1
Αiy i + ∑

0

i= - p

ΗiF (x , i) (9)

式中, Αi, Βi 为记忆系数, Αi= (Βi+ 1- Βi) öΒt, Ηi= ΒiöΒt

x m
i =

1
2

(x i+ 1 + x i) ≡ y i (10)

F (x , i) = ax i + u 0 (11)

　　利用L 个时次的历史资料,用最小二乘法求记

忆系数Αi和Βi,记为

X t =

x t1

x t2

�
x tl

, Α=

Α- p - 1

Α- p

�
Α- 1

,

Y =

y - p , 1 y - p + 1, 1 ⋯ y 0, 1

y - p , 2 y - p + 1, 2 ⋯ y 0, 2

� � �
y - p ,L y - p + 1,L ⋯ y 0,L

　　由Ηi 组成的向量 ( (p + 1)×1和由F (x , i)组成的矩

阵F L× (p + 1)可仿Α(p + 1)×1及 YL× (p + 1)类似表达。则式

(9)的矩阵形式为

M t = YΑ+ F ( (12)

若令

M = [Y,⋯, F ],W =

Α
�
(

则有 X t = MW

　　求出系数矩阵W 后,即可进行模拟或预报[728 ]。

2　自记忆模型的应用

根据新疆和田市地下水长期观测井 GW 9

2000～ 2003 年 48 个月的月平均地下水埋深观测资

料3 ,从中选取前 36 个月 (2000～ 2002 年)的资料进

行建模,用2003年12个月的资料对模型进行预测检

3 和田水文水资源勘测局. 塔里木盆地灌溉与环保二期项目:水盐测报告[R ]. 2004.
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验。首先采用下式对地下水埋深序列做归一化处理:

H t = (H 0
t - H av ) öH m ax (13)

式中, H t 为新序列; H
0
t 为原序列; H av为序列平均

值; H m ax为序列最大值。

求得新序列的GM (1, 1)微分方程为:

F = 8. 023 6e- 004 - 0. 005 1x (14)

　　按照式 (9)进一步建立自记忆预报模型,并取回

溯阶数为3,则有

H t = ∑
3

i= 0
Αiy i + ∑

3

i= 0
ΗiF (x , i)

式中, Α0= - 3. 400 9; Α1= 6. 474 9; Α2 = - 5. 688 8;

Α3= 3. 448 7; Η0 = 8. 468 8; Η1 = 8. 368 3; Η2 = 8. 592

6; Η3= 8. 275 2。

反推式 (13) ,将模型得到的结果进行还原,可得

H 0
t = H m ax ×H t + H av (15)

　　用所建模型,模拟2000206～ 2002212的31个月

地下水埋深值 (对应编号为 6～ 36) ,因回溯阶原因,

缺 2000201～ 05 月的模拟值 (对应编号为 1～ 5) ; 预

测2003年12个月的地下水埋深值 (对应编号为37～

48) ,模型模拟及预测结果与实测值的比较见表1, 2。
表 1　新疆和田市地下水埋深实测值与灰色自记忆模型模拟值的比较 (2000206～ 2002212)

T ab le 1　Comparison betw een m easured groundw ater dep th and sim ulated value w ith

grey self2m emo ry model from June, 2000 to D ecem ber, 2002

序号
N o.

实测值öm
M easured

模拟值öm
Sim ulated

相对误差ö%
Relative erro r

序号
N o.

实测值öm
M easured

模拟值öm
Sim ulated

相对误差ö%
Relative erro r

6 7. 23 7. 36 1. 90 22 6. 43 6. 22 - 3. 29

7 7. 07 6. 98 - 1. 23 23 6. 50 6. 60 1. 65

8 6. 74 6. 89 2. 23 24 6. 72 6. 62 - 1. 43

9 6. 36 6. 44 1. 28 25 6. 75 6. 99 3. 64

10 6. 27 6. 16 - 1. 76 26 6. 99 6. 80 - 2. 66

11 6. 48 6. 36 - 1. 84 27 7. 11 7. 23 1. 72

12 6. 59 6. 76 2. 49 28 7. 18 7. 12 - 0. 88

13 6. 75 6. 74 - 0. 03 29 7. 40 7. 18 - 3. 07

14 6. 99 6. 98 - 0. 12 30 7. 31 7. 46 1. 97

15 7. 11 7. 19 1. 14 31 7. 00 7. 05 0. 66

16 7. 18 7. 15 - 0. 46 32 6. 68 6. 70 0. 23

17 7. 40 7. 18 - 3. 07 33 6. 38 6. 44 0. 90

18 7. 31 7. 46 1. 97 34 6. 43 6. 22 - 3. 29

19 7. 00 7. 05 0. 66 35 6. 50 6. 60 1. 65

20 6. 68 6. 70 0. 23 36 6. 72 6. 62 - 1. 43

21 6. 38 6. 44 0. 90

表 2　新疆和田市地下水埋深实测值与灰色自记忆模型预测值的比较 (2003201212)

T ab le 2　Comparison betw een m easured groundw ater dep th and p redicted value

w ith grey self2m emo ry model on Jan. 12, 2003

序号
N o.

实测值öm
M easured

预测值öm
Sim ulated

相对误差ö%
Relative erro r

序号
N o.

实测值öm
M easured

预测值öm
Sim ulated

相对误差ö%
Relative erro r

37 6. 72 6. 88 2. 43 43 7. 28 6. 84 - 6. 09

38 6. 84 7. 02 2. 63 44 6. 93 6. 70 - 3. 37

39 6. 99 7. 13 2. 05 45 6. 52 6. 60 1. 23

40 6. 93 7. 17 3. 46 46 6. 29 6. 41 1. 85

41 7. 02 7. 11 1. 28 47 6. 47 6. 64 2. 68

42 7. 25 6. 99 - 3. 54 48 6. 63 6. 76 2. 01

　　模拟及预测结果 (表1, 2)表明,通过灰色系统方

法建立微分方程,再根据自记忆原理建立预测模型,

可显著提高模拟和预测精度,模拟精度的相对误差

均在 4%以内,且能很好地反映其变化趋势; 预测精

度的相对误差大多数在 4%以内,仅 2003207 的 (-

6. 09% )例外。但对6～ 9月份的趋势预测还不太令

人满意,经分析,地下水埋深受多种自然因素和人为

因素影响,且地下水埋深变化除有年内变化外,还有

年际变化,而 2003 年地下水埋深波动较前几年大,

在最大值出现之前已出现过1次极大值。
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3　结　语

本研究将灰色系统方法和自记忆原理相结合,

建立了地下水埋深预测模型。该模型具有简洁实用

的优点: (1)无需分析研究影响地下水埋深的各种因

素,只需要有一定长度的地下水埋深观测资料系列;

(2)由灰色理论导出系统动力模式较其他方法简单

方便; (3)由灰色微分方程建立的自记忆模型求记忆

系数时,其计算量较用其他动力方程建立的自记忆

模型相对较少; (4)在模型中运用历史观测值来估计

记忆系数,蕴涵了历史观测值中对预报有用的信息,

因而能够显著提高预报的准确率。如何在灰色自记

忆模型中考虑各种要素的影响,以进一步提高模拟

和预测精度,还有待今后进一步深入研究。
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Abstract: By com b in ing the grey differen t ia l equat ion w ith self2m emo ry theo ry, the grey self2m emo ry

model fo r groundw ater dep th p redict ion w as estab lished in Ho tan, and it w as u sed to p redict groundw ater

dep th of ob servat ion w ell GW 9 as a case study. T he resu lts show that the suggested model is of h igh

sim u la t ion and p redict ion accu racy w ith the m erits of simp le and p ract ica l app lica t ion.

Key words: g rey differen t ia l equat ion; self2m emo ry theo ry; p redict ion of ground w ater dep th; Ho tan,

X in jiang
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