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　　[摘　要 ]　总结了近 30 年来各种断面明渠临界水深的计算方法, 并经分析与比较, 通过最优迭代与拟合处理

及误差分析, 优选出各种典型渠道断面临界水深计算的一系列解析计算公式, 该系列公式简捷、准确、通用。综合评

价结果表明: 各方法的最大误差不超过 2% , 多数最大误差小于 1% , 能满足生产实践的需要。
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　　临界水深是明渠水力学计算中一个特别重要的

参数, 在水力计算及水工设计中应用非常广泛。对各

种断面渠道临界水深的求解, 实质是求解含多个未

知参数的单变量超越方程或高次方程, 理论上多无

解析解。常见的求解方法主要有试算法、迭代法、图

表法和近似解法等, 这些方法均难以实现简捷、准

确、通用的统一。国内外学者对各种渠道断面临界水

深计算方法的研究, 可追溯到 20 世纪 50 年代甚至

更早, 特别是自 1980 年《科学通报》发表了项兆法[1 ]

关于梯形渠道临界水深近似计算公式以来, 有关各

种渠道断面临界水深计算方法的研究已取得了大量

的成果, 在水利类及相关学科核心刊物上发表论文

50 余篇, 均提出了不少简捷、准确、通用的好公式,

使该领域的研究取得了实质性进展, 解决了相关工

程问题。但目前除矩形、三角形、梯形断面有解析解

外[225 ] , 仍有不少断面的临界水深计算并未达到集简

捷、准确和通用于一体的目的。

同时, 不少科技人员对梯形渠道临界水深继续

进行着大量重复研究, 多数似乎对研究现状了解不

够。为使更多的工程技术人员了解临界水深计算的

研究现状, 笔者对目前各种典型断面渠道的临界水

深计算公式进行了分析与总结, 通过最优迭代与拟

合分析, 提出简便、准确、通用的近似解析解, 使这些

含未知参数的无解析解的超越方程及高次方程得以

求解, 以期为工程设计提供参考。同时, 也期望本文

的分析方法能为求含未知参数的无解析解的超越方

程及高次方程的近似解析解提供参考。

1　临界水深计算的基本方程

由于断面形状的差异, 不同断面临界水深的计

算方法亦各不相同, 其计算精度和难易程度也各有

差异。一些简单断面的临界水深可以通过数学变化

求出其精确解, 如矩形、三角形等断面形式; 而复杂

的断面, 如马蹄形、城门洞形等则无法得到解析解,

只有通过迭代计算、经验公式及图表查算法计算。根

据最优化迭代理论, 迭代计算的优劣与迭代格式及

初值的选取密切相关, 而经验公式法又存在计算复

杂和计算结果不准确的缺点。

断面单位能量最小值的水深称为临界水深, 满

足条件[1 ]为:

ΑQ 2

g
=

A 3
k

B k
(1)

式 (1) 即为临界流的基本方程。式中, Α为断面动能

修正系数; Q 为流量; g 为重力加速度; A k 为相应于

临界水深时的过水面积; B k 为相应于临界水深时的

水面宽度。

2　有精确解的断面形式及其临界水深
的计算

　　可以通过对临界水深基本方程的恒等变形而获
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得临界水深精确解析解的断面形式有矩形断面、三

角形断面、准梯形断面、U 形断面及抛物形断面等。

由于矩形渠道临界水深计算公式非常简单, 三角形

断面在渠道工程中很少采用, 故本研究对其不作论

述。

2. 1　准梯形断面

根据文献 [ 3 ], 在水深 h≥ (B - b) ö2m 时 (否则

为梯形断面) , 准梯形断面临界水深计算公式为:

h k = h′
k +

(1 - Β) 2

4m
B (2)

式中, h k 为临界水深; h
′
k =

3

Α·q2

g
, 其中 q 为单宽流

量, q=
Q
B

; Β=
b

B
; m 为梯形断面的边坡比; B 为渠道

顶宽; 其他符号意义同前。

式 (2)经数学变化所得, 为精确解析解。

2. 2　U 形断面

根据文献 [ 3 ], 在 höD ≥1ö2 时 (否则按圆形断

面计算) ,U 形断面临界水深计算公式为:

h k = h′
k + (4 - Π

8
) õD (3)

式中,D 为U 形渠圆弧段直径, 其他符号意义同前。

式 (3) 也是经数学变化得来, 其解为精确解析

解。

2. 3　抛物线形断面

根据文献[ 4 ], 抛物线形断面方程为: y = ax
2, 其

临界水深计算公式为

h k = (27Αõ aQ 2

32g
) 0. 2 (4)

式中, a 为抛物线方程二次项系数, 其他符号意义同

前。

式 (4)亦经过数学变化所得, 为精确解析解。

3　有近似解析解的断面形式及其临界
水深计算公式

　　由于断面形式的复杂性, 对临界水深的基本方

程无论通过怎样的数学变换, 也无法得到某些断面

形式临界水深的显函数精确解析解, 这些断面形式

包括梯形、圆形、弧底梯形、马蹄形、城门洞形等, 其

临界水深只有借助迭代理论、最优逼近拟合理论及

先进的数学工具进行求解。为了便于计算和比较, 在

以下的计算中引入临界水深的无量纲参数 x。下面

仅列举成果及精度评价。

3. 1　梯形明渠

根据参考文献[ 526 ]知, 梯形明渠临界水深计算

方法最多, 其实质为含参数的一元六次方程, 理论上

无解析解。为此, 国内外学者应用各种原理得到的各

种近似计算方法达 30 多种, 但从简捷、准确、通用三

方面考察, 有以下 4 套公式较好。

3. 1. 1　计算公式　引入临界水深的无量纲参数 x ,

令 x =
m h k

b

①王正中等[526 ]的公式:

x =
1 + k (1 + k ) 0. 2 - 1

2
(5)

　　②廖云凤[7 ]的公式:

x =
k
4

õ (1 +
k
4

) - 0. 372 (6)

　　③P rabhata K S 等[8 ]的公式:

x = ( ( k
4

) - 2. 1 + (2õ ( k
4

) 3) - 0. 42) - 0. 476 (7)

　　④P rabhata K S 等[8 ]的公式:

x = 0. 55k 0. 59 - 0. 11A sinh (9. 75k ) (8)

式中, k =
4m
b

3

Α·q2

g
; q=

Q
b

; A sinh 为反双曲正弦函

数; 其他符号意义同前。

3. 1. 2　误差分析　为便于比较, 笔者由 k 的定义以

及公式 (1) 求得 k , 再给定一系列 x 值, 分别代入公

式 (5)、(6)、(7)、(8) 得 x 1, 以 k 为横轴, 以相对误差

e= (x 1- x ) öx 为纵轴, 式 (5)、(6)、(7)、(8) 的误差

分析见图 1。

图 1　不同计算公式误差比较
- ○- . 王正中公式; - △- . 廖云凤公式;

- □- . P rabhata K Sw am ee 公式; - ◇- . W u S 公式

F ig. 1　E rro r comparison of differen t fo rm ulas
- ○- . WAN G Zheng2zhong fo rm ula; - △- . L IAO Yun2feng

fo rm ula; - □- . P rabhata K Sw am ee

fo rm ula; - ◇- . W u S fo rm ula

3. 1. 3　公式评价　由以上分析可以看出: ①比较公

式的简捷程度, 则公式 (5)、(6)要优于公式 (7)、(8)。

②适用范围必须覆盖 0. 001≤k≤1 000, 否则就不能

很好地满足工程实践要求; 但当 k > 300 时, 公式 (6)

计算误差大于 1. 0% , 且当 k > 900 时, 其误差急剧
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增大, 属于发散性误差; 对于公式 (8) , 当 k< 1 时, 随

k 值减小误差急剧增大, 属发散性误差; 对于公式

( 5) 和 (7) , 在 0< k < ∞的范围内都适用, 且属于收

敛性误差。③比较公式的精度, 根据文献 [ 9 ]可知,

1% 的误差控制是较为合理的, 当 k > 1 000 时, 公式

(6)误差大于 3. 5% ; 当 k < 1 时, 公式 (8) 误差大于

1. 8% ; 当 k≈ 1 和 k≈ 50 时, 公式 (7) 的误差高达

2. 4% ; 只有公式 (5) 在 0< k < ∞范围内, 误差小于

1%。④从公式的理论依据来看, 只有公式 (5)是根据

迭代公式严格分析提出的, 理论依据严密充分, 而其

他公式属于回归经验公式。从以上 5 个方面分析, 公

式 (5)相对最好。

3. 2　圆形断面

3. 2. 1　水力要素　由文献[ 2 ]可知, 圆形断面的水

力要素为:

h k = rõ (1 - co s (Υk ö2) )

A k = r2 õ Υk - sinΥk

2

B k = 2rõ sin (Υk ö2)

(9)

式中, r 为半径; Υk 为临界水深对应圆心角的 1ö2; 其

他符号意义同前。

由临界流基本方程, 即式 (1)可得:

(Υk - sinΥk ) 3

16sin (Υk ö2) = Αõ Q 2

g r5 (10)

　　此方程实质为含参数的高阶三角方程, 无解析

解。

3. 2. 2　计算公式　引入临界水深的无量纲参数 x ,

令 x =
h k

2r
, 目前较为常用的公式有:

①经验公式[9 ]

h k =
0. 573Q 0. 522

(2r) 0. 3 (11)

代入式 (11)整理后, 近似等价于:

x = 0. 420 6k 0. 26 (12)

　　②孙建等[10 ]的公式

设 Χ=
Υk - sinΥk

sin (Υk ö2) 1ö3 (13)

　　为比较方便, 对孙建公式整理如下:

令 k= Χ3, 得: k=
(Υk - sinΥk ) 3

sin (Υk ö2) , Γ=
k
32

(14)

x = 0. 102 541Γ + 0. 957 14Γ1ö2　　　　　　　　 0 < k ≤ 1. 938

x = - 0. 415 81Γ+ 1. 573 51Γ1ö2 - 0. 182 354　　1. 938 < k < 16. 141
(15)

　　③王正中等[11 ]的公式

应用迭代理论及优化拟合原理, 对基本方程作

数学变换, 提出一种简捷、准确的直接计算公式:

x = ( k
29

) 1ö3. 9 (16)

式中, k= (Α·Q
2) ö(g·r

5)。

3. 2. 3　误差分析　给定一系列无量纲参数 x 值,

由公式 (9)、(10) 及 x 和 k 的定义求得 Υk 和 k , 代入

公式 (12)、(15) 及 (16) 得 x 1, 以 x 为横轴, 以相对误

差 e (% ) = [ (x 1 - x ) öx ]×100% 为纵轴, 绘出公式

(12) , (15)和 (16)的误差分布图, 结果见图 2。

图 2　圆形断面误差评价图
- ◇- . 经验公式; - ○- . 孙建公式; - △- . 本文公式

F ig. 2　E rro r comparison of round section
- ◇- . Experience fo rm ula; - ○- . SUN J ian fo rm ula;

- △- . T he fo rm ula in th is tex t

经验证, 在工程实用范围 (0< x < 0. 9) 内, 由计

算精度比较, 公式 (16) 的误差小于 1. 31% , 公式

(15)小于 0. 5% , 公式 (12) 小于 4. 6% ; 从简捷程度

比较, 公式 (16)的形式最简单。综合简单、精确及工

程实用范围各方面的要求, 显然公式 (16)最实用。

3. 3　弧底梯形

弧底梯形明渠的水力要素为[12 ]:

过水断面:

A k =
b2

4m
-

r2

m
+ r

2 arcsin
1

m 2+ 1
(17)

水面宽度:

b= 2m (h - r) + 2r m 2+ 1 (18)

代入临界流基本方程式 (1) , 得到一个多参数非

线性非齐次一元六次方程, 理论上也无解析解。经数

学变换并应用迭代理论及优化拟合原理, 可提出一

种新的简捷、准确的直接计算公式[13 ]。

引入临界水深的无量纲参数 x , 令 x =
h k

r

x = 1 -
m 2 + 1

m
+

Κ
2m

(19)

式中, Κ=
b
r

,
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Κ= 2 Β+
3

kΚ0 , Β= 1- m ·arcsin
1

1+ m 2

Κ0= 2. 35k0. 2 , k= Α·Q 2·m 3

g r5

(20)

在工程实用范围内, 无量纲参数 k 介于 0. 001

和 1 000, 弧底梯形的边坡系数m 介于 1～ 4, 其误差

小于 2. 24% , 见图 3。

图 3　弧底梯形断面精度评价

F ig. 3　E rro r comparison of arc2bo ttom trapezo id section

3. 4　标准É 型和Ê 型马蹄形断面临界水深的直接

计算

马蹄形断面临界水深方程实质为含多个未知参

数的高阶非齐次三角方程, 也无解析解。由于文献

[ 14 ]提出的迭代公式非常复杂, 如果初值选取不当,

往往很难收敛, 且精度较难保证。文献[ 15 ]根据迭代

理论及优化拟合原理提出了近似计算方法, 精度可

以满足工程实践要求。因此, 本文推荐文献[ 15 ]的直

接计算方法。

3. 4. 1　马蹄形断面要素[13 ]　标准É 型 Η= 16. 87°,
CÉ = 18 [ Η- 0. 5sin ( 2Η) + sin2Η]; 标准Ê 型 Η=

24. 30°, CÊ = 2Η- sin (2Η) + 2sin2Η。
当 r≤h k≤2r, 0< Υ≤Π时, 有:

É 型

hk = rõ (1 + co s (Υk ö2) )

A k = r2 õ [C 1 + 0. 5 (Π- Υ+ sinΥ) ]

B k = 2rõ sin (Υk ö2)

(21)

Ê 型

hk = rõ (1 + co s (Υk ö2) )

A k = r2 õ [4C∏ + 0. 5 (Π- Υ+ sinΥ) ]

B k = 2rõ sin (Υk ö2)

(22)

　　当 e≤h k≤r, 0< Α≤Η时, 有

É 型

hh = rõ (1 - 3sinΑ)

A k = r2 õ [C 1 - 9 (Α+ 0. 5sin (2Α) -
4
3

sinΑ) ]

B k = 2rõ (3co sΑ- 2)

(23)

Ê 型

hh = rõ (1 - 2sinΑ)

A k = 4r2 õ [C∏ - Α- 0. 5sin (2Α) + sinΑ]

B k = 2rõ (2co sΑ- 2)

(24)

　　当 0≤h k≤e, 0< Β≤Η时, 有

É 型

hh = 3rõ (1 - co sΒ)

A k = 9r2 õ [Β - 0. 5sin (2Β) ]

B k = 6rõ sinΒ

(25)

Ê 型

hh = 2rõ (1 - co sΒ)

A k = 4r2 õ [Β - 0. 5sin (2Β) ]

B k = 4rõ sinΒ

(26)

令 x = h k ör, k = ΑõQ 2ög õ r5 (27)

3. 4. 2　标准É 型马蹄形断面临界水深的直接计

算[15 ]　引入临界水深的无量纲参数 x , 令 x =
h k

r

当 k≥3, r≤h k≤2r 时, 临界水深:

x = 0. 78k 1ö3. 07 -
k
63

- 0. 07 (28)

　　当 0. 002≤k≤3, e≤h k≤r 时, 临界水深:

x = 0. 68k 1ö3. 08 -
k

200
+ 0. 04 (29)

　　当 0< k≤0. 002, 0≤h k≤e 时, 临界水深:

x = 0. 6k 1ö4. 04 - 0. 7k - 0. 000 4 (30)

3. 4. 3　标准Ê 型马蹄形断面临界水深的直接计算

公式[15 ]　当 k≥2. 664, r≤h k≤2r 时, 临界水深:

x = 0. 85k 1ö3. 26 -
k
66

- 0. 11 (31)

　　当 0. 004≤k≤2. 664, e≤h k≤r 时, 临界水深:

x = 0. 75k 1ö2. 7 - 0. 6k + 0. 075 (32)

　　当 0≤k≤0. 004, 0≤h k≤e 时, 临界水深:

x = 0. 68k 1ö4 - 0. 03k (33)

3. 4. 4　精度评价　经验证, 标准É 型马蹄形断面的

误差小于 0. 50% (图 4) , 标准Ê 型马蹄形断面的误
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差小于 1. 59% (图 5)。

3. 5　普通城门洞形断面明渠临界水深的计算

普通城门洞形断面的临界水深方程实质上也是

含多个未知参数的高阶非齐次反三角方程, 理论上

无解析解。

3. 5. 1　水力要素　普通城门洞形断面的水力要素

为[16 ]:

hh = rõ (1 + co sΗ)

A k = 3. 570 8r2 - Ηõ r2 + r (h k - r) sinΗ

B k = 2[ r2 - (hk - r) 2 ]0. 5

(34)

　　当 0≤Α·Q 2

g·r5 ≤4, 即 0≤h k≤r 时, 普通城门洞形

断面明渠临界水深可按矩形断面的计算公式进行计

算。

3. 5. 2　计算公式　引入临界水深的无量纲参数 x ,

令 x =
h k

r
- 1, 将式 (34) 代入临界流基本方程式 (1) ,

经数学变换并应用优化拟合原理, 可提出一种新的

简捷、准确的直接计算公式:

x = 0. 58k 0. 4 -
k
54

- 0. 936 (35)

式中, k=
Α·Q 2

g·r5 , 其他符号意义同前。

3. 5. 3　精度评价　为检验直接计算法的计算精度,

通过给定不同的无量纲参数 x 值, 由公式 (34) 求得

Η和 k 值, 再由式 (35) 求得 x 1, 验证求解精度 e, e=

[ (x 1- x ) öx ]×100%。计算结果见图 6。经验证, 在

工程实用范围内误差小于 1. 22%。

以上分析比较及精度分析表明, 直接计算法形

式直观、简捷、准确, 克服了查图法、查表法、试算法

的繁琐、复杂和误差大的缺点。因此, 公式 (35)是一

个实用的计算公式。

图 6　普通城门洞形断面误差分析

F ig. 6　E rro r analysis of common

city2gate section

3. 6　标准城门洞形断面明渠临界水深的计算

3. 6. 1　水力要素　标准城门洞形断面的水力要素

为[16 ]:

当 0. 25r≤h≤r 时

A k = 2 (h - 0. 25r) õ r + 0. 473 2r2

B k = 2r
(36)

　　当 r< h≤2r 时

hh = rõ (1 + co sΗ)

A k = 3. 544r2 - Ηõ r2 + r (h k - r) sinΗ

B k = 2[ r2 - (hk - r) 2 ]0. 5

(37)

　　将临界水深 h k = e= 0. 25r 和 h k = r 分别代入临

界流基本方程 (1)得:

Q 2
e

r5 = 0. 519 6,
Q 2

r

r5 = 37. 683 6

即: 当 0. 519 6≤
Q 2

r

r5 ≤37. 683 6 时, e≤h k≤r; 当
Q 2

r

r5 >

37. 683 6 时, h k > r。

3. 6. 2　临界水深计算公式　引入临界水深的无量

纲参数 x , 令 x =
h k

r
- 1, 将式 (36) , (37) 代入临界流

基本方程式 (1) , 经数学变换并应用优化拟合原理,

可提出一种新的简捷、准确的直接计算公式:
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当 0. 519 6≤
Q 2

r

r5 ≤37. 683 6, h k≤r 时, 将式 (36)

代入临界流基本方程 (1) , 经整理得:

h k = rõ (0. 013 5 +
3

kö4) (38)

　　此式为解析式;

当
Q 2

r

r5 > 37. 683 6, h k > r 时, 将式 (37) 代入临界

流基本方程式 (1) , 经整理得:

Q 2

g·r5 = [ 3. 544- arcco s (h k ör - 1) + (h k ör - 1) ·

1- (h k ör- 1) 2 ]3ö2 1- (h k ör- 1) 2 (39)

将式 (39)代入临界流基本方程式 (1) , 采用优化

拟合法可得下式:

　x = 0. 551k
0. 418- 2. 05×10- 2

k - 0. 888 (40)

式中, k=
Α·Q 2

g·r5 , 其他符号意义同前。

3. 6. 3　精度评价　为检验直接计算法的计算精度,

通过给定不同的无量纲参数 x 值, 由公式 (37) 求得

Η和 k 值, 再由式 (40) 求得 x 1, 验证求解精度 e, e=

[ (x 1- x ) öx ]×100% , 计算结果见图 7。经验证, 在

工程实用范围内误差小于 1. 22%。

由以上分析比较及精度分析可知, 直接计算法

形式直观、简捷、准确, 克服了查图法、查表法、试算

法的繁琐、复杂和误差大的缺点。因此, 公式 (40)是

一个实用的计算公式。以下是临界水深计算公式

(40)的误差分布情况 (图 7)。

图 7　标准城门洞形断面误差分析

F ig. 7　E rro r analysis of no rm al

city2gate section

4　结　论

通过对前人研究成果的分析与总结, 并结合作

者的部分研究, 表 1 给出了目前工程上较常用的各

种典型断面临界水深的一系列简捷、准确、适用范围

广的直接计算公式。

表 1　不同断面形式的临界水深计算公式汇总

T able 1　C rit ical dep th calcu la t ing fo rm ulaπs sum 2up of differen t type sections

断面形式
Section fo rm

推荐公式
Comm end fo rm ula

公式特点
Characterist ic

of fo rm ula

计算误差
Calcu lation

erro r

公式来源
Source of
fo rm ula

准梯形断面
V ice trapezo id section

(2) 解析公式
Parsing fo rm ula

= 0 文献[ 3 ]
L iteratu re [ 3 ]

U 形断面
U shape section

(3) 解析公式
Parsing fo rm ula

= 0 文献[ 3 ]
L iteratu re [ 3 ]

抛物线形断面
Parabo la section

(4) 解析公式
Parsing fo rm ula

= 0 文献[ 4 ]
L iteratu re [ 4 ]

梯形断面
T rapezo id section

(5) 经验公式
Experim en tal fo rm ula < 1. 00% 文献[ 5 ]

L iteratu re [ 5 ]

圆形断面
Round section

(16) 经验公式
Experim en tal fo rm ula < 1. 31% 文献[ 11 ]

L iteratu re [ 11 ]

弧底梯形断面
A rc2bo ttom trapezo id

section
(19) 经验公式

Experim en tal fo rm ula
< 2. 24% 文献[ 13 ]

L iteratu re[ 13 ]

马蹄形断面
Ho rse2shoe section

(28)～ (33) 经验公式
Experim en tal fo rm ula

< 1. 59% 文献[ 15 ]
L iteratu re [ 15 ]

普通城门洞形断面
Common city2gate section

(35) 经验公式
Experim en tal fo rm ula

< 1. 22% 文献[ 16 ]
L iteratu re [ 16 ]

标准城门洞形断面
N o rm al city2gate section

(38) ö(40)
解析公式ö经验公式

Parsing fo rm ulaö
Experim en tal fo rm ula

< 1. 22% 文献[ 16 ]
L iteratu re [ 16 ]

　　由于本文的研究实质是求解不同形式、含未知

参数的超越方程和高次方程的近似解析解, 这些方

程在数学上无理论解。因此, 以上的研究方法及思路

可为类似方程的求解提供一种新的思路。
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Pandect fo r the ca lcu la t ing m ethods of the crit ica l dep th of

open ing channel in d ifferen t typ ica l cro ss sect ion s
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Abstract: T he paper summ arized the calcu la t ing m ethods of the crit ica l dep th of open ing channel in dif2
feren t typ ica l cro ss sect ion s in the past th ree decades. A fter comparing the fo rm s and the erro rs of a ll, the

au tho rs selected an op t im um itera t ive m ethod to deal w ith the item s, and gave a series p roper equat ion to

m eet the dem ands of engineering p ract ice. T hese equat ion s are simp le, accu ra te and common ly u sed. T he er2
ro rs of these equat ion s are w ith in 2% , mo st of them are less than 1%. T he new m ethod of the paper w ill

g ive en ligh tenm en t in so lving p rob lem s of t ran scenden ta l equat ion w ith severa l unknow n param eters.

Key words: irriga t ion channel; crit ica l w ater dep th; ca lcu la t ing equat ion; sect ion fo rm
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