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非线性渗流区域井流问题渗流速度的分区研究
Ξ

刘元会, 常安定
(长安大学 理学院, 陕西 西安 710064)

　　[摘　要 ]　为了精确求解两种流态并存区域上井流问题的渗流速度, 在非线性渗流区域内对渗流规律中的非

线性指数进行了分区研究, 通过对水均衡方程用Bo ltzm ann 变换进行求解, 推导出了线性与非线性渗流区域内渗

流速度的解析表达式。
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　　对线性与非线性两种流态并存区域上井流问题

的渗流速度, 文献[ 1～ 3 ]中就简单的区域划分和特

殊的非线性渗流规律已经作了研究, 取得了很好的

结果。但是, 渗流规律的特殊性致使其结果的应用有

很大的局限性, 区域的简单划分使得渗流模型误差

增大, 进而影响了整个渗流区域上解析解的精度。为

了更切合渗流实际, 更准确地描述地下水的渗流规

律, 更精确地求解井流问题的渗流速度, 有必要探索

新的思路和方法, 不断丰富和发展地下水渗流理论。

本研究就一般非线性渗流规律, 对非线性渗流区域

进行了分区研究, 推导出了整个渗流区域上井流问

题渗流速度的解析表达式。

1　基本方程
在其他条件均满足泰斯假设条件的承压含水层

的完整井中, 以定流量Q 抽水, 取抽水井位置为柱

面坐标系的坐标原点, 含水层中的地下水流为向抽

水井主孔的径向水平流动。在上述条件下, 如图 1 所

示, 整个渗流区域可以划分为线性流区域 (r> rc) 和

非线性流区域 (0< r≤rc) , 其中, r 表示渗流柱面到

主井的径向距离, rc 为临界半径, 即线性与非线性渗

流区域的分界面到主井的径向距离[4～ 6 ] , 其值可以

通过雷诺数来确定[3 ]。

图 1　线性与非线性渗流区域并存的井流问题示意图

F ig. 1　Sketch m ap show ing the linear and the monliear clom ina
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　　在线性流区域内, 渗流服从达西线性渗流定律, 有

J =
1
k

v d , (1)

式中, J 为水力坡度; k 为渗透系数; v d 为线性渗流

区域内的渗流速度。

在非线性区域内, 渗流服从 Fo rchheim er 非线

性渗流规律, 有

J = av f + bv n
f , (2)

式中, a , b 为常数; v f 为非线性渗流区域内的渗流速

度。

在抽水开始后的任一微小时段 ∃ t 内, 含水层中

距抽水井距离为 r 的圆柱侧表面上, 水量平衡方程

为

∃ t[Q (r, t) - Q (r + ∃ r, t) ] =

2Πr∃ rΛ3 [s (r, t + ∃ t) - s (r, t) ], (3)

式中, Q ( r, t) , Q (r+ ∃ r, t) 分别为 t 时刻通过半径 r

和 r+ ∃ r 的圆柱体侧表面的流量, ∃ r< < r; s ( r, t) ,

S (r, t+ ∃ t) 分别为距离 r 处、时间 t 与 t+ ∃ t 时刻的

水头降深; Λ3 为含水层的释水系数, 其物理意义为

单位水平面积上, 含水层的水头下降 1 个单位时M

厚度上所能释放的水量。当 ∃ t→0, ∃ r→0 时, 式 (3)

可以写成

5Q (r, t)
5 r

= - 2ΠrΛ3 5 s (r, t)
5 t

, (4)

另外, 在半径为 r 的圆柱侧表面上, 单位时间内通过

的流量还可以表示为

Q (r, t) = 2ΠrM v (r, t) , (5)

式中,M 为含水层厚度; v ( r, t) 为 r 处 t 时刻的渗透

速度。将 (5)式代入 (4)式可得

5 v (r, t)
5 r

+
1
r

v (r, t) = -
Λ3

M
5 s (r, t)

5 t
。 (6)

方程 (6) 表示整个渗流区域内渗流速度和水头降深

间的一般关系。本文将依据微分方程 (6)来推导、确

定线性与非线性渗流区域上渗流速度的表达式。

2　解析解的推导

在实际的渗流问题中, 整个渗流区域内径向距

离不同的过水柱面上, 非线性区域内的渗流规律

J = av f + bv
n
f 中的系数 a , b 及非线性指数 n 都是 r

的函数。为了便于数学推导, 假定系数 a , b 均为常

数。本文对非线性渗流区域作更细小的划分, 假定在

不同的小区域上非线性指数取不同的常数, 然后在

每一个小区域上对相应的渗流方程分别进行求解,

即可得到每一个小区域上的渗流速度。

2. 1　非线性渗流区域内的渗流速度

把非线性区域 0< r≤rc 划分为N 个子区域, 当

径向距离 0< r≤r1 时, 非线性指数为 n1; 当径向距

离 r1< r≤r2 时, 非线性指数为 n2; 当径向距离 r2<

r≤r3时, 非线性指数为 n3; 依次类推, 当径向距离

rN - 1< r≤rc 时, 非线性指数为 nN ; 当 r> rc 时, 是线

性流区域, 仍按线性渗流规律计算。这里 1≤n i ≤2,

n i≥n i+ 1, i= 1, 2, 3, ⋯⋯, N 。

在非线性流区域内为 Fo rchheim er 流, 则式 (2)

可以写成

-
5 sf (r, t)

5 r
= av f (r, t) + bv n

f (r, t) , (7)

式中, f 为非线性流, sf (r, t) 为非线性渗流区域内的

水头降深。引入Bo ltzm ann 变换, 即

Γ=
r

2t
1
2

, (8)

则式 (6) , (7)分别变为

dv f (Γ)
dΓ +

1
Γv f (Γ) =

Λ3

M
Γ
t

1
2

dsf (Γ)
dΓ , (9)

dsf (Γ)
dΓ = - 2t

1
2 [av f (Γ) + bv n

f (Γ) ]。 (10)

将 (10)式代入 (9)式, 消去
dsf (Γ)

dΓ 项后, 可得

1
Γ

dv f (Γ)
dΓ + (2aΛ3

M
+

1
Γ2 ) v f (Γ) +

2bΛ3

M
v n

f (Γ) = 0。 (11)

该方程是一个Bernou lli 方程, 为了求解, 引入变量

代换

z = v 1- n
f (Γ) , (12)

则方程 (11)变为

1
1 - n

dz
dΓ + ( 1

Γ +
2aΛ3

M
Γ) z = -

2bΛ3

M
Γ。(13)

该方程是一个以 z 为函数、以 Γ为自变量的一阶线

性非齐次微分方程, 其通解为

z = Γn- 1 õ e
aΛ3 (n- 1)

M Γ2

[c1 +
2bΛ3 (n - 1)

M

∫
Γ

0

1
Γn- 2e- aΛ3 (n- 1)

M Γ2

dΓ], (14)

式中, c 为积分常量。考虑到 (12) 式, 则式 (14) 可以

写成

v 1- n
f (Γ) = Γn- 1 õ e

aΛ3 (n- 1)
M Γ2

[c1 +
2bΛ3 (n - 1)

M

∫
Γ

0

1
Γn- 2e- aΛ3 (n- 1)

M Γ2

dΓ]。

在第 p 个区域 rp - 1< r≤rp (p = 1, 2, 3, ⋯⋯, N ) 内,
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上式即为

v 1- npf p
(Γ) = Γnp - 1 õ e

aΛ3 (np - 1)

M
Γ2

[cp +
2bΛ3 (np - 1)

M

∫
Γp

Γp - 1

1
Γnp - 2e-

aΛ3 (np - 1)

M Γ2

dΓ], (15)

式中, cp (p = 1, 2, 3, ⋯⋯, N ) 为积分常量; Γp - 1 =

rp - 1

2t
1
2
。

为了确定积分常数 c1, c2, c3, ⋯⋯, cN , 需要用到

渗流模型的内边界条件, 即

lim
r→0

2ΠM rv f (r, t) = Q。 (16)

同时也要考虑渗流速度的连续性条件, 即

v f 1
(r1) = v f 2

(r1) ,

v f 2
(r2) = v f 3

(r2) ,

v f 3
(r3) = v f 4

(r3) ,

�

v f N - 1
(rN - 1) = v f N

(rN - 1)。 (17)

由 (16)式和 (17)式可得

c1 = ( Q

4ΠM t
1
2

) - (n1- 1) , (18)

c2 = c1 +
2bΛ3 (n1 - 1)

M

∫
Γ1

0

1
Γn1- 2e-

aΛ3 (n1- 1)

M
Γ2

dΓ,

c3 = c2 +
2bΛ3 (n2 - 1)

M

∫
Γ2

Γ1

1
Γn2- 2e-

aΛ3 (n2- 1)

M
Γ2

dΓ,

�

cp = cp - 1 +
2bΛ3 (np - 1 - 1)

M

∫
Γ

p - 1

Γp - 2

1
Γnp - 1- 2e-

aΛ3 (np - 1- 1)

M
Γ2

dΓ。 (19)

式中, p = 2, 3, 4, ⋯, N ; Γp =
rp

2t
1
2
。

cp 可用 c1 表示为

cp = c1 +
2bΛ3

M ∑
p

i= 2

(n l- 1 - 1)

∫
Γl- 1

Γl- 2

1
Γn l- 2e-

aΛ3 (n l- 1)

M Γ2

dΓ。 (20)

将 (20)式代入 (15)式并整理得

v f p
=

e- aΛ3 Γ2

M

Γ [ ( Q

4ΠM t
1
2

) - (n1- 1) +
2bΛ3

M

∑
p

l= 1

(n l - 1)∫
Γl

n l- 1

1
ΓΓl- 2e-

aΛ3 (n l- 1)

M Γ2

dΓ]- 1
np - 1。(21)

替换成 r, t 的函数后为

v f p
(r, t) =

2t
1
2 e-

aΛ3 r2

4M t

r
[ ( Q

4ΠM t
1
2

) - (n1- 1) ] +

2bΛ3

M ∑
p

l= 1

(n l - 1)∫
rp

2 t
rp - 1

2 t

1
Γn l- 2e-

aΛ3 (n l- 1)

M Γ2

dΓ]- 1
np - 1。

(rp - 1 < r ≤ rp ) (22)

设 F ( r, t ) = [ ( Q

4ΠM t
1
2

) - n1 +
2bΛ3

M
( Q

4ΠM t
1
2

) - 1

∑
p

l= 1
(n l- 1)∫

Γl

Γl- 1

1
Γn l- 2 e-

aΛ3 (n l- 1)

M Γ2

dΓ]- 1
np - 1 , 则 (22) 式

可以写成

v f p
(r, t) =

Q
2ΠM r

õ F (r, t) õ e- aΛ3 r2

4M t 。 (23)

式 (23)即为非线性区域各个子分区内渗流速度的表

达式。

2. 2　线性流区域内的渗流速度

在线性流区域内 (r> rc) , 式 (7) 所表示的线性

渗流关系可以写成

v d (r, t) = - k
5 sd (r, t)

5 r
, (24)

式中, d 为达西线性流; sd (r, t) 为线性渗流区域内的

水头降深。在Bo ltzm ann 变换下, (24)式与 (6)式分

别可以写成

dsd (Γ)
dΓ = - 2t

1
2

1
k

v d (Γ) , (25)

与
dv d (Γ)

dΓ +
1
Γv d (Γ) =

Λ3

M
õ Γ

t
1
2

õ dsd (Γ)
dΓ 。 (26)

将 (25)式代入 (26)式, 消去
dsd (Γ)

dΓ 后可得

1
Γ õ dv d (Γ)

dΓ + (2
Λ3

T
+

1
Γ2 ) v d (Γ) = 0, (27)

式中, T = kM , 为含水层的导水系数。显然, (27) 式

是一阶齐次线性微分方程, 其通解为

v d (Γ) = cN + 1 õ 1
Γ õ e- Λ3

T Γ2

。 (28)

式中, cN + 1为积分常数。

利用渗流速度的连续性条件

v f N
(rc) = v d (rc) , (29)

从 (21)式 (取 p = N )及 (28)式可求出

cN + 1 = e-
aΛ3 r2

c
4M t õ e

Λ3 r2
c

4T t õ [ ( Q

4ΠM t
1
2

) - (n1- 1) +
2bΛ3

M

∑
N

l= 1

(n l - 1)∫
n l

n l- 1

1
Γn l- 2e-

aΛ3 (n l- 1)

M dΓ]- 1
nN - 1。(30)
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设 F ( rc, t ) = [ ( Q

4ΠM t
1
2

) - n1 +
2bΛ3

M
( Q

4ΠM t
1
2

) - 1

∑
N

l= 1
(n l- 1)∫

Γl

Γl- 1

1
Γn l- 2e-

aΛ3 (n l- 1)

M Γ2

dΓ]- 1
nN - 1 , (31)

则 (30)式可简写为

cN + 1 =
Q

4ΠM t
1
2

õ e
Λ3 r2

c
4T t

(1- ak) õ F (rc, t)。 (32)

将 (32)式代入 (28)式, 并考虑到 ak = 1, b= 0, 可得

v d (r, t) =
Q

2ΠM r
õ F (rc, t) õ e- Λ3 r2

4T t 。 (33)

(33)式即是线性渗流区域内渗流速度的表达式。

3　结　论

本文虽然对线性与非线性渗流区域内的渗流速

度进行了精确求解, 但是可以看出, 解析解仍然很复

杂, 在今后研究工作中, 应结合具体的渗流问题, 对

所得的解析解进一步化简, 以便于应用。
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R esearch on un steady w ell f low of the specif ic

d ischarge of the non linear reg im e

L IU Y uan -hui, CHANG An -d ing
(M ath. and P hy. Institu te of Chang πan U niversity , X iπan, S haanx i 710064, Ch ina)

Abstract: N onequ t lib rium analyt ica l so lu t ion s are p resen ted fo r fu ll penetra t ing w ell by inco rpo ra t ing

the concep t of the ex istence of a non2D arcy flow regim e around the pump ing w ell and a D arcy flow regim e

aw ay from the w ell. In o rder to research the tw o2reg im e w ell f low p rob lem s mo re accu ra tely, the non linear

exponen t has been discu ssed in deta ils acco rd ing to the separa t ion s of non linear dom ain and the analyt ica l

so lu t ion s to the p rob lem have been derived in the litera tu re.

Key words: the linear f low ; the non linear f low ; the flow dom ain; the specif ic d ischarge
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