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　　[摘　要 ]　采用稳定分布描述证券收益率, 以克服正态分布不能描述证券收益率“高峰厚尾”的问题, 利用低

阶矩代替传统正态分布的二阶矩构造了基于稳定分布的均值ö绝对偏差投资组合模型, 并在中国市场的实际情况

下研究了模型的改进及解法, 最后通过算例说明了模型的可行性。
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　　传统的证券组合投资研究[1～ 3 ], 如M arkow itz

投资组合模型[1 ] , 大多采用正态分布来描述收益率

变化的概率分布, 然而在许多实证分析研究中, 证券

收益率经常具有“高峰厚尾”现象, 这是正态分布所

不能描述的, 而利用稳定分布去描述则能克服这一

现象。用帕雷托稳定分布对金融数据建模的思想来

自M andelb ro t [4 ]的开创性研究, 后来, Fam a [5 ]等相

继对此进行了研究, 其中稳定分布由L evy 于 20 世

纪 20 年代提出, 其为中心极限定理的更一般形式。

此后, 由 Engle 等[6 ] 引入的自回归条件异方差

(A RCH ) 模型, 以及由 Bo llerslev [7 ] 推广的广义

A RCH (GA RCH )模型, 能够反映金融资产时间序列

的 2 个重要特征: 波动集聚性或条件异方差性及尖

峰性或厚尾性。在实证研究中,M an tegna 等[8 ]论述

了美国股票市场股票收益具有稳态特性。徐龙炳

等[9, 10 ]研究认为, 中国股票市场波动呈现非线性, 具

有状态持续性特征。H u rst 等[11 ]讨论了对数稳定分

布下的期权定价公式;M it tn ik 等[12 ]讨论了稳定分

布下的期权定价公式; 殷勇[13 ]、姜理等[14 ]研究了稳

定分布下的投资组合问题。本研究克服了传统研究

过程中忽略或丢失证券收益率“高峰厚尾”处数据的

问题, 为投资者的科学决策提供了现实依据, 对股票

收益率分布研究具有一定的借鉴和指导意义。

1　稳定分布
由于全文的自封闭性, 首先介绍稳定分布的基

本概念。

定义 1: 设X 1, X 2, ⋯, X n , X 是独立同分布的随

机变量, X 的分布函数为 F , 若存在常数 C n > 0, Βn

使得X 1+ X 2+ ⋯+ X n

d
C nX + Βn , 并且 F 不集中

在一点, 则称 X 或 F 服从稳定分布, Βn 称为中心常

数, 当 Βn= 0 时, 则认为是严格稳定的。其中“=
d
”表

示同分布。

记稳定分布为 S (x ; Α, Β, Λ, Ρ) , 其特征函数为

5 ( t) = exp iΛt - Ρû tû Α 1 + iΒsgn ( t) tan
ΑΠ
2

,

其中 sgn ( t) =

1, t > 0

0, t = 0

- 1, t < 0

。

式中, Α为特征指数 (0< Α≤2) , 且决定分布函数尾

部的厚薄, Α越小, 说明分布函数尾部比正态尾部越

厚, 比正态峰度越大; Β为偏度指数 (- 1≤Β≤1) ; Ρ
是尺度参数 (Ρ> 0) ; Λ是位置参数 (Λ∈R )。当 Α= 2,

Β= 0时, 相应的分布即为正态分布, 其均值为 Λ, 方

差为 2Ρ。在稳定分布族中, 只有正态分布存在方差,

其余的分布函数只存在阶数小于 Α的矩。

对于独立随机变量和的分布, 可由稳定分布特

性确定。若 X 1, X 2, ⋯, X n 相互独立, 其分布分别为

S (x j; Α, Β, Λj , Ρj ) , 则线性和 X = Ξ1X 1+ Ξ2X 2+ ⋯+

ΞnX n , 具有分布 S (x ; Α, Β, Λ, Ρ) , 其中 Λ= Ξ1Λ1 +

Ξ2Λ2+ ⋯ + ΞnΛn , Ρ = û Ξ1 û ΑΡ1 + û Ξ2 û ΑΡ2 + ⋯ +

ûΞnû ΑΡn。

在资本市场中, 特征指数几乎都大于 1, 偏度指
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数近似为 0。在后面的研究中, 仅考虑所有的分布均

具有相同的 Α和 Β指数, 并且有 Α> 1, Β= 0。

定义 2: 设X 1, X 2, ⋯, X n , X 是独立同分布的随

机变量, 分布函数是 F (x ) , 前 n 项的规范和 S n =

(X 1+ X 2+ ⋯+ X n) ö(B n- A n) , 选择适当的A n , B n ,

使当n→+ ∞时, S n 的分布函数趋向于某个分布函

数V (x ) , 则称 F (x ) 被吸引到V (x )。所有被吸引到

V (x ) 的分布函数集合称为V (x )的吸引域。

下面给出 2 个定理, 以说明用稳定分布描述证

券收益率的合理性。

定理 1[13 ]: 分布函数 F (x )属于某个正态分布的

吸引域, 当且仅当

lim
x→∞

x 2∫û tû> x
dF ( t)

∫û tû< x
t2dF ( t)

= 0

　　该定理是收敛到正态分布的中心极限定理的最

一般形式, 其限制了 F (x ) 在极端值处的行为特征。

若用密度函数 f (x )表达, 则为: 当 x →∞时, 若f (x )

的衰减与ûx û - 3相当或更快, 则 F (x ) 属于正态分布

的吸引域。也就是说, 正态分布仅能描述产生大的价

格波动的可能性呈ûx û - 3或更快衰退这种情形。然而

决定价格变化的市场机制是复杂的, 若是衰减慢于

ûx û - 3又如何呢?

定理 2[13 ]: 分布函数 F (x )属于某一 Α2稳定分布

(即特征指数为 Α(0< Α≤2) 的稳定分布) 的吸引域,

当且仅当

(1) F (- x ) ö(1- F (x ) )→C 1öC 2　 (x →∞)

(2)对任意 k > 0, 有 (1- F (x ) + F (- x ) ) ö(1-

F (kx ) + F (- kx ) )→k
Α　 (x →∞)

该定理表明, x →∞时, 若密度函数 f (x )的衰减

率与ûx û - (1+ Α)相当, 那么 F (x ) 就属于稳定分布的吸

引域。由此可见, 稳定分布比正态分布具有更强的描

述能力。

2　基于稳定分布的投资组合模型
将稳定分布用于投资组合分析的困难在于, 投

资组合的分布难以确定, Fam a 和 Sam uelson 采用

了 Sharpe 的收益率生成模型, 即将单个证券收益率

看成是由共同市场因素的影响和不能由这些因素解

释的残差组成。但是这种方法要求各个证券的残差

之间相互独立, 这在实际中难以保证。因此, 将稳定

分布用于投资组合分析的困难就在于非独立稳定随

机变量和分布的确定。下面对市场作如下 2 个假设,

以便推导基于稳定分布的投资组合模型。

假设 1: 由证券收益率随机变量组成的有限维

向量服从多维稳定分布;

假设 2: 证券收益率随机变量之间只存在线性

关联, 即若不线性相关, 则必相互独立。

这 2 个假设实际上也隐含于基于正态分布的投

资组合模型中, 因为在正态分布条件下, 上面两假设

均成立。在此假设下, 有下列结论:

定理 3: 对任意 2 个随机变量 X 1～ S (x 1; Α, 0,

Λ1, Ρ1) , X 2～ S (x 2; Α, 0, Λ2, Ρ2) , 都存在 a∈R , E～

S (e; Α, 0, Λe, Ρe) , 使 X 1= aX 2+ E , E 与 X 2 独立。

证 明: 取 a =
E [ (X 1- X

-

1) sgn (X 2- X
-

2 ]

E û (X 2- X
-

2) û
,

E = X 1- aX 2。

由假设 1 知 E～ S (e; Α, 0, Λe, Ρe)。下面只需证明

E 与X 2 独立。由假设 2, 若 E 与X 2 不独立, 则 E 与

X 2 之间只能是线性关系, 即 E = kX 2 + Ε, Ε为与 X 2

独 立且服从稳定分布的随机变量, k ∈R。将

E = X 1- aX 2 代入上式, 有:

X 1- aX 2= kX 2+ Ε

或者 (X 1- X
-

) - a (X 2- X
-

2) = k (X 2- X
-

2)

将上式两边同乘以符号函数 sgn (X 2- X
-

2)并取概率

平均, 然后将 a 的表达式代入, 得到:

kE [ (X 2 - X
-

2) sgn (X 2 - X
-

2) ] = 0

又 E [ (X 2 - X
-

2) sgn (X 2 - X
-

2) ] =

E û (X 2 - X
-

2) û ≠ 0,

故 k = 0。由此, E 与 X 2 独立, 证毕。

定义 3: 任意 X i～ S (x i; Α, 0, Λi, Ρi) , ( i= 1, 2) ,

称 E [ (X 1- X
-

1) sgn (X 2- X
-

2) ]öE û (X 2 - X
-

2) û为变

量X 1 对X 2 的协变化系数, 记作 a12。

协变化系数 a12扮演着与正态分布中 cov (X 1,

X 2) övar (X 2)相似的角色。

基于上述定理 3 和定义 3, 可以求出任意 2 个

稳定随机变量和的分布。

定理 4: 任意 X i～ S (x i; Α, 0, Λi, Ρi) , ( i= 1, 2) ,

则 Ξ1X 1 + Ξ2X 2～ S (x ; Α, 0, Λ12, Ρ12 ) , 其中 Λ12 =

Ξ1Λ1+ Ξ2Λ2, Ρ12 = ( û Ξ1a12 + Ξ2 û Α- û Ξ1a12 û Α) Ρ2 +

ûΞ1û ΑΡ1。

下面建立投资组合模型。由于稳定分布不存在

二阶矩或更高阶矩, 传统正态分布的均值ö方差模型

不再适用。由于资本市场中特征指数大于 1, 稳定分

布存在一阶矩, 因此可用均值来表示预期收益率, 用

绝对偏差表示风险构造基于稳定分布的均值ö绝对
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偏差投资组合模型。对于稳定分布 S (x ; Α, 0, Λ, Ρ) ,

当 1 < Α< 2 时, 其均值为 Λ, 平均绝对偏差为

Ρ1öΑ
c (Α) , c (Α) 是 Α的函数, 当 Α一定时, 可用 Ρ1öΑ或 Ρ

来表示风险。

设市场上存在 n (n > 1) 种风险证券, 其收益率

X i 的概率分布分别为 S (x i; Α, 0, Λi, Ρi) , i= 1, 2, ⋯,

n。

记投资于证券X i 的比重分别为 Ξi ( i= 1, 2, ⋯,

n) , 则其投资组合的预期收益率为: Λp = ∑
n

i= 1
ΞiΛi。风

险为: Ρp = ∑
n

j= 1
(û∑

j

i= 1
Ξia ij û Α- û∑

j - 1

i= 1
Ξia ij û Α) Ρj , 其中当

j = 1时, ∑
j

i= 1
w ia ij = Ξ1, ∑

j - 1

i= 1
Ξia ij = 0。

于是, 对于收益水平高于给定的R 0 (R 0 已知, 且

m in Λi≤R 0≤m ax Λi, i= 1, 2, ⋯, n)而风险最小的投

资组合问题, 即可表示为如下优化问题:

M in
　

Ξ
(Ρp )

s. t.

∑
n

i= 1
Ξi = 1

Λp ≥R 0

Ξi ≥ 0, i = 1, 2, ⋯, n

3　投资组合模型的改进
3. 1　考虑交易费用的投入和资金的限制

　　上述模型未考虑交易费用的问题, 然而在我国

目前的交易制度下是存在交易费用的。设投资者的

可支配金额为 g , 以 Ξi ( i= 1, 2, ⋯, n ) 表示投资在第

i 种风险证券的投资比重, 则第 i 种风险证券的投资

金额为 g Ξi, 以 ci ( i= 1, 2, ⋯, n)表示第 i 种风险证券

单位交易额的交易成本。则交易费用为∑
n

i= 1
cig Ξi, 相

应的投资收益率为 Λp = ∑
n

i= 1
(ΞiΛi- Ξici) ö∑

n

i= 1
Ξi。此

处, 0< ∑
n

i= 1
Ξi < 1, 因为交易费用也占一定比重, 为

1- ∑
n

i= 1
Ξi。

3. 2　加入最小交易单位的限制

在上述模型中, 隐含了交易单位无限可分的假

设, 这种假设在我国也是行不通的。我国股票交易市

场的最小交易单位是一手 (100 股) , 债券的最小交

易单位为 10 张, 所以交易单位无限可分的假设可能

会造成较大偏差。下面加入最小交易单位的限制。

以m i ( i= 1, 2, ⋯, n) 表示第 i 种风险证券的最

小交易单位的价格, 以 ti ( i= 1, 2, ⋯, n ) 表示当前决

策中第 i 种风险证券的投资单位数, 则有 g Ξi= m i ti

( i= 1, 2, ⋯, n)。基于上述改进, 可得到下列模型:

M in
( ti)

Ρp = ∑
n

j= 1
∑

j

i= 1
Ξia ij

Α
- ∑

j - 1

i= 1
Ξia ij

Α
Ρj =

∑
n

j= 1
∑

j

i= 1
m i tia ij ög

Α
- ∑

j - 1

i= 1
m i tia ij ög

Α
Ρj;

s. t.

∑
n

i= 1
m i ti (Λi - ci) ö∑

n

i= 1
m i ti ≥R 0

g - m in{m i (1 + ci) } < ∑
n

i= 1
m i ti (1 + ci) ≤ g

ti = 0, 1, 2, ⋯ ( i = 1, 2, ⋯, n )

　　其中, 当 j = 1 时, ∑
j

i= 1
Ξia ij = ∑

j

i= 1
m i tia ij ög = m 1 t1ö

g , ∑
j - 1

i= 1
Ξia ij = ∑

j - 1

i= 1
m i tia ij ög = 0。

对于投资者来说, 投资余额 g - ∑
n

i= 1
m i ti (1+ ci)

可存入银行, 作为一种无风险投资。

对模型的求解, 主要是对模型中参数即协变化

系数 ak j和稳定分布中参数Α, Λ, Ρ的估计。对 ak j的估

计, 可采用矩估计法直接进行。而对于稳定分布各参

数的估计[15～ 17 ] , 由于稳定分布没有密度函数的显式

表达式, 故在利用极大似然估计 (M L E) 时只能利用

数值逼近法求解。目前, John N o lan 的 Stab le 程序

是求解的最好程序[6～ 9 ] , 对于 Α> 0. 4, 利用了样条逼

近法逼近稳定密度函数, 从而可以通过N o lan 的

Stab le 程序[18 ]得到 (Α, Λ, Ρ) 的估计。本文对模型的

具体求解采用M atlab 优化工具箱中的 fm incon 函

数。

4　算例分析
下面给出一个两支股票的投资组合模型及求解

的算例。从深市股票中任意选取两支股票 000856

(唐山陶瓷) 和 000883 (三环股份) , 取 1998210205～

2001201205 的日收盘价数据作为样本, 计算得到相

应的日收益率作为研究样本。

利用前面的方法首先进行参数估计, 得到: Α=

1. 80, Β= 0, Λ1= 0. 001, Ρ1= 0. 015, Λ2= 0. 001, Ρ2 =

0. 016, a12 = 0. 325。为了简化计算, 以 c= 0. 05% ,

R 0= 0. 063% 分别作为一个交易日内给定的单位交

易额的交易成本和收益水平, 假设 g = 106, 此时

m 1= 12. 7, m 2= 13. 6。由此得到这两种股票的投资

组合模型:

M in Ρp = 1. 250û t1û 1. 8 + û4. 125t1 +
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13. 6t2û 1. 8 × 0. 016

s. t.

3. 81t1 - 9. 52t2 ≤ 0

12. 706t1 + 13. 607t2 ≤ 106

12. 706t1 + 13. 607t2 > 106 - 12. 706

t1, t2 = 0, 1, 2, ⋯

　　用M atlab 语言编程, 解该模型得: t1 = 40 948,

t2= 35 254。t1, t2 即为投资组合中两支股票的投资单

位数。

5　结　语

本文提出了一种基于稳定分布的投资组合模

型, 并根据中国市场的实际情况对模型进行了改进,

给出了算例分析。然而, 对于稳定分布的研究是从上

世纪末才开始的, 许多问题尚未彻底解决, 比如本文

未突出的参数估计和对投资组合模型的求解问题,

这均有待于进一步发展和完善。
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Po rtfo lio se lect ion m odel based on stab le d ist r ibu t ion

ZHANG Guo1,L IU Ze-y i1, 2, TANGW an - sheng3

(1 D ep artm en t of M athem atics of S cience Colleg e, T ianj in U niversity ,L iuH u i Cen ter f or A pp lied M athem atics,

N anka i U niversity & T ianj in U niversity , T ianj ing 300072, Ch ina;

2 Colleg e of S ciences, S henz hen U niversity , S henz hen, Guang d ong 518060, Ch ina;

3 S chool of M anag em en t, T ianj in U niversity , T ianj in 300072, Ch ina)

Abstract: T h is paper app lies the stab le d ist ribu t ion, w h ich can bet ter describe the financia l data w ith

the heavy ta il and excessive ku rto sis than the no rm al d ist ribu t ion, to fit the changes of the secu rit iesπretu rn

ra te. Bu t in stab le d ist ribu t ion the second mom en t and h igher mom en ts do no t ex ist, so the trad it ional

m ean2variance model w ith no rm al d ist ribu t ion is no t availab le. T hen the low er mom en t in stead of the

second mom en t is u sed to bu ild the m ean2ab so lu te devia t ion, and the model is modif ied. F inally, an examp le

is g iven to illu st ra te the modelπs feasib ility.

Key words: stab le d ist ribu t ion; po rtfo lio select ion; risky secu rity; ra te of retu rn; ab so lu te devia t ion
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