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基于W ilson -Η法与R icca t i算法的水轮发电机组
轴系非线性动态响应求解方法
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　　[摘　要 ]　主要讨论了水轮发电机组非线性动态响应的求解方法, 在建立机组非线性力学模型的基础上, 采

用W ilson2Η法与R iccati 传递矩阵法, 推导出了机组轴系动态响应的计算公式。实例验证表明, 该方法计算程序简

单, 运行可靠, 能够满足工程中对机组动态响应计算求解的需要。
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　　近年来, 随着我国水电事业的蓬勃发展, 尤其像

三峡工程等一批大型水电站的建成, 水轮发电机组

运行过程中的振动问题越来越受到人们的重视。目

前, 对转子系统动力特性的研究主要集中在汽轮机、

压缩机等高速旋转机械上, 而对水轮发电机组这样

的低速旋转机械的研究还不够深入。由于机组结构

及载荷的复杂性, 对机组动力特性的研究有待于进

一步完善。对于机组轴系动态响应的计算是转子动

力学研究的主要内容之一, 目前的计算方法主要有

模态叠加法、直接时域积分法和传递矩阵法[1 ] , 本研

究在综合考虑机组油膜力和电磁拉力非线性本质的

前提下, 采用W ilson2Η法与R iccat i 传递矩阵法, 给

出了水轮发电机组主轴系统的非线性力学模型的动

态响应求解方法, 以满足对机组动力响应进行求解

计算及机组轴系横向振动计算机仿真的需要。

1　机组轴系的建模

1. 1　转子质量的离散化

　　水轮发电机主轴是一个质量连续分布的弹性系

统, 具有无穷多个自由度, 在转子动力学中, 多采用

集中质量法将转子简化为具有若干集中质量的多自

由度系统, 即沿机组轴线把整个转子质量和转动惯

量集中到若干个结点上, 这些结点常选在各轴段截

面有突变处及发电机转子、转轮、轴颈中心等位置。

1. 2　导轴承

水轮发电机组一般多采用立式结构, 其径向约

束采用2～ 3 个滑动轴承, 称为导轴承。整个机组轴

系本质上为非线性系统, 作用于其上的非线性力学

因素很多, 其中导轴承处的油膜力非线性表现最为

强烈, 其非线性表达式为[2 ]:

F = F (D - D b,D
õ

- D
õ

b) (1)

式中, D , D
·
为导轴承处轴颈的位移及其速度矢量表

达式; D b, D
·

b 为导轴承处支架的位移及其速度矢量

表达式。

1. 3　推力轴承

推力轴承对轴系起到了轴向支撑作用, 当推力

轴承的镜板随轴的弯曲振动而倾斜时, 油膜力会提

供恢复力矩和阻尼力矩, 相当于有转角弹簧和转角

阻尼并联作用的结果, 其表达式为[3 ]:
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õ
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式中, L x , L y 为油膜力提供的恢复力矩; Η, Υ为 x , y

方向的转角, k Η, k Υ, cΗ, cΥ分别为Η, Υ方向上的弹簧刚

度和阻尼器的阻尼。

1. 4　电磁拉力

当机组发电机定子与转子间存在不均匀气隙

时, 将在二者之间产生不平衡电磁拉力, 其大小为转

子位移的非线性函数。文献[ 4 ]采用保角变换简化边

界条件的方法得到了磁势的解析表达式, 进而对磁

通密度进行积分得到非线性磁拉力的表达式:
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式中, R 1 为定子铁心的内径; R 0 为转子外圆的半

径; L 为径向磁回路的轴向长度; Λ0 为磁导率,
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F 0 为定子的磁势, F 0= B ·∆öΛ0 (其中B 为气隙平均

磁通密度, ∆为气隙)。

1. 5　水　封

水封中的流体对轴系作用有激励力, 其形成机

理和动压滑动轴承中的油膜力有许多相似之处, 但

其流体动力学方程要比动压滑动轴承的R eyno lds

方程复杂得多。传统的方法是将水封中流体引起的

作用在轴系上的激励力线性化为下式:
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=
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csy x csy y

x
õ

y
õ +
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y
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式中, x , y , x·, y·分别为密封环处的位移、速度; k sx x ,

k sx y , k sy x , k sy y , csx x , csx y , csy x , csy y为水封动力特性系数。

1. 6　机　架

机架对导轴承起支撑作用, 其支撑结构一般可

简化为参振质量、弹簧和阻尼组成的单自由度系统,

并与油膜支撑串联。

2　机组轴系瞬态响应计算方法
作者采用W ilson2Η法与R iccat i 传递矩阵法相

结合求解轴系的瞬态响应,W ilson2Η法是逐步积分

法的一种, 是求解系统动力响应的直接积分法, 不需

要求解振型和频率, 因此对各系数矩阵的形式没有

限制。其基本过程是: 当某时刻 t 瞬时结点的位移、

速度、加速度已知, 同时还知道该结点 t+ (Η∃ t) 时刻

的位移, 则可由下式
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求得 t+ ∃ t 时刻的位移、速度、加速度, 依此递推, 就

可以求得以后任意瞬时各结点的位移、速度、加速

度; 对于 t + (Η∃ t) 时刻轴系各结点的位移, 可用

R iccat i 传递矩阵法求得。

2. 1　结点的运动微分方程

质量离散化后的轴系各结点的受力情况如图1

图 1　节点受力分析

F ig. 1　Fo rce analysis of node所示。

设结点的质量、直径转动惯量和极转动惯量分

别为m , J e, J p , 则其运动方程是
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式中, F x , F y , L x , L y 分别是作用于该结点上的激励

力和力矩。本文机组力学模型中涉及的各力学项均

以激励力和力矩形式代入 (6)式进行计算。

2. 2　单元传递矩阵

为求得轴系各截面状态向量间的关系, 引入状

态向量 f = {M x , Q x ,M y , Q y }T , e= {Α, x , Β, y }, 并将

结点 i 和其下面的轴段一起组成一个部件, 则可由

文献[ 5 ]的方法及式 (6) 得到 t+ (Η∃ t) 瞬时部件的传

递矩阵为:
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其中:
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矩阵元素中, l 为轴段长度; E I 为抗弯刚度。另有
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2. 3　初始时刻各结点的初始加速度

在式 (7)的求解中, 需知初始时刻各结点的初始

位移、速度、加速度。一般情况下初位移、初速度已

知, 而初始加速度可通过式 (8)求得, 设 i 为结点, 则
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式中, ( Γ1 ) i =
12E I

l3
i
, ( Γ2 ) i =

1
2

lΓ1
i
, ( Γ3 ) i =

1
6

l2Γ1
i
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2. 4　t+ (Η∃ t)瞬时各结点的位移

在轴系简化模型中, 对于任一轴段单元, 上下两

端状态向量间的关系如式 (7) 所示。引入R iccat i 变

换:

{f } i = [s ] i{e} i + {p } i (9)

由式 (7)可导出如下流动方程:

[s ] i+ 1 = [u 11s + u 12 ] i [u21s + u 22 ]- 1
i

{p } i+ 1 = {u 11p + F f } i - [s ] i+ 1 [u 21p + F e ] i

(10)

根据轴上端边界条件 f 1 = 0, e1≠0 可知: [ s ]1 = 0,

{p }1= 0。由此根据式 (10)从上向下递推出各截面的

si 和 p i ( i = 2, 3, ⋯, N + 1) , 再由下端边界条件

f N + 1= 0和式 (9)得:
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{e}N + 1 = - [s ]- 1
N + 1{p }N + 1 (11)

由式 (7)和 (9)可得:

{e} i = [u 21s + u 22 ]- 1
i ({e} i+ 1 - [u 21p + F e ] i)

(12)

这样由式 (11) 和 (12) 就可依次求出各截面的{e} i,

再由式 (9)可求出各截面的{f } i。这样 t+ (Η∃ t)时刻

各截面状态向量就可求出。

从初始时刻 t0 开始, 先用R iccat i 传递矩阵法求

出 t0+ (Η∃ t)时刻各结点的位移, 再用W ilson2Η法求

出 t0+ ∃ t 时刻各结点的位移、速度和加速度, 依此类

推, 就可得到轴系各结点不同时刻的位移、速度、加

速度响应。算法中取Η= 1. 45, 可保证计算数值的稳

定。

2. 5　几个问题的解决

2. 5. 1　t+ (Η∃ t) 时刻各外力、外力矩的数值计算　

在用R iccat i 传递矩阵法求解 t+ (Η∃ t)时刻各结点的

位移时, 需要带入该时刻各结点处所受的外力、外力

矩, 由于这些项是该时刻各结点的位移、速度的函

数, 而此刻各结点的位移、速度量值未知, 因此可采

用如下的数值迭代法进行近似求解: 先将 t 时刻各

结点的位移、速度的量值代入外力、外力矩做一次近

似, 用R iccat i 传递矩阵法求出 t+ (Η∃ t) 时刻各结点

的位移, 再根据式 (13) 计算 t+ (Η∃ t) 时刻的速度、加

速度:

q
õ

t+ Η∃ t =
3

Η∃ t
(q t+ Η∃ t - q t) - 2q

õ
t -

1
2

Η∃ tq
¨

t

q
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t+ Η∃ t =
6

(Η∃ t) 2 (q t+ Η∃ t - q t) -
6

Η∃ t
q
õ

t - 2q
¨

t

(13)

然后反复迭代, 直到达到规定的精度要求。

2. 5. 2　t+ (Η∃ t) 时刻导轴承处机架位移、速度的求

解　由式 (1)可以看出, 油膜力表达式中的位移和速

度项, 是轴颈相对于机架的相对位移和相对速度, 因

此要得到 t+ (Η∃ t) 时刻导轴承处油膜力的大小, 还

需求得 t+ (Η∃ t)时刻机架的位移、速度。由于机架支

承和油膜支承可看成是二者串联的支承结构形式,

因此机架等效质量块的运动微分方程为:

m
x
Σ

y
Σ =

R x

R y

-
C x 0

0 C y

x
Η

y
Η -

k x 0

0 k y

x

y

(14)

式中, m 为机架的等效质量; C x , C y , k x , k y 分别为机

架的阻尼和刚度系数。将 (13)式代入 (14)式并进行

整理, 可以得到 t+ (Η∃ t) 时刻机架质量块的位移表

达式为:

xθ t+ Η∃ t =
(Η∃ t) 2

6m + 3C x Η∃ t + k x (Η∃ t) 2 (R x +
3C x Η∃ t + 6m

(Η∃ t) 2 x t +
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x
Η

t +
Η∃ tC x + 4m

2
x
Σ

t) ;

yθΗ∃ t =
(Η∃ t) 2

6m + 3C y Η∃ t + k y (Η∃ t) 2 (R y +
3C y Η∃ t + 6m

(Η∃ t) 2 y t +
2C y Η∃ t + 6m

Η∃ t
y
Η

t +
Η∃ tC y + 4m

2
y
Σ

t) (15)

　　同样, 由于式 (15) 中 t+ (Η∃ t) 时刻的油膜力受

该时刻该结点的位移、速度的影响而无法确定, 因此

可采用问题 (1) 的解决方法, 先取 t 时刻该结点的位

移、速度代入油膜力计算公式作一次近似, 然后与问

题 (1)一起进行迭代, 直到满足要求为止。

3　实　例

依据上述算法, 对某一实际机组的动态响应进

行了计算。该机组额定容量为300MW , 工作转速为

500 röm in, 整个机组由上导、下导、水导、推力轴承

进行支承。假设轴系发电机转子处因某种原因出现

了质量偏心, 不平衡量的大小为46 350 kg·mm。根

据上述求解方法编程计算, 可以得到在各力共同作

用下, 发电机转子处在水平面内 (x , y 平面) 的轴心

运动轨迹, 见图2 所示。
图 2　发电机转子处的轴心运动轨迹

F ig. 2　T he ax ial mo tion track of generato r ro to r
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4　结　论

在考虑大扰动下, 导轴承的油膜力和发电机转

子处不平衡电磁拉力所表现出的非线性特性的基础

上, 采用W ilson2Η法结合R iccat i 传递矩阵法给出了

基于非线性力学模型的水轮发电机组轴系动力响应

求解方法。该方法可用于对机组轴系在各种激励下

的瞬态响应求解, 也可用于机组由于安装不当所引

起的大轴不直、发电机转子和转轮偏心等情况下机

组振动的仿真计算, 用该方法编制的计算程序结构

简单, 运行可靠。
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T he ca lcu la t ing m ethod of non linear dynam ic respon se of

ro to r2bearing system of hydroelect r ic m ach ines based on the

W ilson2Ηm ethod and the ricca t i t ran sfer m atrix m ethod

QIAO W e i-donga ,L IY u-x iab,L IU Hong-zhaoa ,M A W e ib

(a. S chool of M ach inery and P recision Instrum en t E ng ineering; b. S chool of W ater R esou rces and H y d ro2electric E ng ineering ,

X iπan U niversity of T echnology , X iπan, S haanx i 710048, Ch ina)

Abstract: T he calcu la t ing m ethod of non linear dynam ic respon se of ro to r2bearing system of

hydroelectric m ach ines is d iscu ssed. O n the basis of bu ild ing the non linear dynam ic model of the ro to r2
bearing system , the calcu la t ing fo rm u la of dynam ics respon se of the system is given by u sing the W ilson2Η
m ethod and the R iccat i t ran sfer m atrix m ethod. T he valida ted experim en t indica tes that the compu ta t ional

p rocedu re is simp le and tru sty. It is ab le to m eet the need of calcu la t ing the dynam ic respon ses of the

system in engineering.

Key words: hydroelectric m ach ines; shaft ing; dynam ic respon se; W ilson2Ηm ethod; T ran sfer m atrix

m ethod
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