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R0-代数与M V-代数的关系
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　　[摘　要 ]　证明了剩余格和正则剩余格中一些典型的附加条件之间的等价性, 引入了正规剩余格的概念并给

出了其若干性质。以此为基础, 讨论了 R 02代数和M V 2代数之间的关系。
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　　在非经典逻辑中, 由 Pavelka J 引入的剩余格是

一种非常重要而基本的代数结构, 也是当今较为流

行的理论与方法。由Chang C C 提出的M V 2代数,

以及由我国学者王国俊教授首先提出的 R 02代
数[1, 2 ] , 都是基于剩余格的逻辑代数系统。作者对剩

余格中的一些附加条件作了进一步讨论, 引入了正

规剩余格的概念, 指出M V 2代数与正规剩余格是等

价的代数系统, 并在此基础上讨论了 R 02代数与

M V 2代数的关系。

1　预备知识

这一部分主要给出剩余格的一些概念和性质。

定义 1[1 ]　设 P 是偏序集, ª 与→为 P 上的二

元运算。如果满足条件:

(R 1) ª : P ×P →P 关于两个变量都是单调递增的;

(R 2) x ª y≤z , 当且仅当 x ≤y →z , x , y , z∈P ;

(R 3) →: P ×P →P 关于第一个变量不增, 关于第二

个变量不减。

则称ª 与→互为伴随, (ª , →) 叫 P 上的伴随

对。

定义 2[1 ]　设 (L , ∨, ∧, 0, 1) 为有界格, ª 与→

为L 上的二元运算。 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 叫剩余

格, 如果下列条件成立:

(R 4) (L , ª , 1)是以 1 为单位元的交换半群;

(R 5) (ª , →)是L 上的伴随对。

定义 3[3 ]　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余格,

定义L 上的一元运算 (　)′: L →L 如下:

(R 6) x ′= x →0, x ∈L

称为L 上的伪补运算。剩余格 (L , ∨, ∧, ª ,

→, 0, 1)称为正则的, 如果下述条件成立:

(R 7) x ″= (x ′)′= x , x ∈L

命题 1[ 1, 3, 4 ]　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余

格, x , y , z∈L , 则以下性质成立:

(R 8) x = 1→x ;

(R 9) x ≤y , 当且仅当 x →y = 1, 特别的, x →x = 1;

(R 10) x → (y →x ) = 1;

(R 11) x → (y →z ) = y→ (x →z ) ;

(R 12) x →y≤ (y →z )→ (x →z ) ;

(R 13) x →y≤ (z →x )→ (z →y ) ;

(R 14) x ∨y ≤ ( (x →y )→y )∧ ( (y →x )→x ) ;

(R 15) x ª y →z = x → (y →z ) ;

(R 16) x ª (y∨z ) = (x ª y )∨ (x ª z ) ;

(R 17) x ∨y →z = (x →z )∧ (y →z ) ;

(R 18) x →y∧z = (x →y )∧ (x →z )。

命题 2[3, 5 ]　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为正则剩

余格, x , y , z∈L , 则以下性质成立:

(R 19) x ≤y , 当且仅当 y ′≤x ′;

(R 20) x →y = y′→x ′;

(R 21) x ª y = (x →y′)′;

(R 22) x →y = (x ª y′)′;

(R 23) (x ∨y )′= x ′∧y′;

(R 24) (x ∧y )′= x ′∨y′。

设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1)为剩余格, x , y , z∈L。

在本文中, 还将考虑以下各附加条件:

(R 25) (x →y )→y = (y →x )→x ;

(R 26) x ∨y = (x →y )→y ;
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(R 27) x ∧y = x ª (x →y ) ;

(R 28) (x →y )∨ (y →x ) = 1;

(R 29) x → (y∨z ) = (x →y )∨ (x →z ) ;

(R 30) x ∧y →z = (x →z )∨ (y →z )。

由命题 1 和命题 2 容易得到下面引理。

引理 1　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余格,

x , y , z∈L , 则有:

(R 31) x ∨y →x = y →x ;

(R 32) x ∨y →y = x →y ;

(R 33) x →x ∧y = x →y ;

(R 34) y →x ∧y = y →x ;

(R 35) (y →z ) ª (x →y∨z )≤x →z ;

(R 36) (z →y ) ª (x →y∨z )≤x →y ;

(R 37) x ∧y≤ (x ∧y →z ) →z。

定理 1　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余格,

x , y∈L , 则 (R 25) 与 (R 26) 等价, 且 (R 26 ) 蕴涵

(R 27)。若 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为正则剩余格, 则

(R 26)与 (R 27)等价。

证明　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余格,

x , y∈L。下面来证 (R 25)与 (R 26) 等价, 且 (R 26) 蕴

涵 (R 27)。

(1) (R 25)蕴涵 (R 26)。

设 (R 25)成立, 由 (R 9)知, 1= y →x ∨y , 于是由

(R 8) , (R 25) , (R 32)得:

x ∨y = 1→x ∨y = (y→x ∨y )→x ∨y =

(x ∨y→y )→y = (x →y )→y

即 (R 26)成立。

(2) (R 26)蕴涵 (R 25)。

设 (R 26) 成立, 则有 x ∨ y = (x → y ) → y ,

y∨x = (y →x ) →x。故由 x ∨y = y ∨x 知, (x →

y )→y = (y →x )→x , 即 (R 25)成立。

(3) (R 26)蕴涵 (R 27)。

设 (R 26) 成立, 由 (R 26) 知, x = x ∨0 = (x →

0)→0= x ″, 即 (R 7) 成立, 因此L 为正则剩余格。于

是由 (R 23) , (R 26) , (R 20)和 (R 21)得:

x ∧y = y ∧x = (y′∨x ′)′= ( (y′→x ′) →x ′)′=

( (x →y )→x ′)′= (x →y ) ª x = x ª (x →y )

即 (R 27)成立。

现设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为正则剩余格,

x , y∈L。下面来证 (R 26)与 (R 27)等价, 为此只需证

(R 27)蕴涵 (R 26)。

设 (R 27) 成立, 则由 (R 24) , (R 27) , (R 21) 和

(R 20)得:

x ∨y = y ∨x = (y′∧x ′)′= (y′ª (y′→x ′) )′=

y′→ (y′→x ′)′= (y′→x ′)→y = (x →y )→y

即 (R 26)成立。

推论 1 　在正则剩余格中, (R 25) , (R 26) ,

(R 27)两两等价。

定理 2[6 ]　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余格,

x , y , z∈L , 则 (R 28) , (R 29) , (R 30)两两等价。

定理 3　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为正则剩余

格, x , y∈L , 则 (R 26)蕴涵 (R 28)。

证明　设 (R 26)成立。由 (R 32) , (R 31) , (R 20) ,

(R 11) , (R 26)和 (R 24)得:

(x →y ) → (y →x ) = (x ∨y →y ) ∨ (x ∨y →x ) =

(y′→ (x ∨y )′) → (x ′→ (x ∨y )′) = x ′→[ (y′→ (x ∨

y )′) → (x ∨y )′]= x ′→ [ y′∨ (x ∨y )′]= x ′→ [ y ∧

(x ∨y ) ]′= x ′→y′= y→x

即 (x →y )→ (y→x ) = y→x。

由 (R 9) 得 [ (x →y ) → (y →x ) ]→ (y →x ) = 1,

再由 (R 26)知 (x →y )∨ (y →x ) = 1, 即 (R 28)成立。

2　正规剩余格与M V 2代数

定义 4　剩余格 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 称为正

规的, 如果 (R 25)成立。

定理 4　正规剩余格一定是正则的。

证明　由 (R 25) 可得, x ″= ( x → 0) → 0 =

(0 →x )→x = 1→x = x , 即 (R 25)蕴涵 (R 7)。

由此知, 正规剩余格一定是正则的。

定理 5　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为正规剩余

格, 则 (R 25)～ (R 30)都成立。

证明　由定理 1 的推论 1, 定理 2, 定理 3 以及

定理 4 即知。

设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为剩余格, 如果 (L ,

∨, ∧) 还是分配格, 则称 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为

分配的剩余格。

定义 5[7 ]　次BL 2代数 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1)

是一个分配的剩余格, 且满足 (R 28)式。

定理 6　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是一个次

BL 2代数, 则 (R 28)～ (R 30)都成立。

证明　由定理 2 即知。

定义 6[8 ]　BL 2代数 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是一

个剩余格, 且满足 (R 27)和 (R 28)式。

注 1[4, 8 ]　BL 2代数一定是分配格, 从而一定是

次BL 2代数。

定义 7[7 ]　M V 2代数 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是

一个剩余格, 且满足 (R 27) , (R 28)和 (R 7)。

由定义 6 和定义 7 易得下面命题。
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命题 3　M V 2代数一定是BL 2代数。

BL 2代数是M V 2代数, 当且仅当它是正则剩余

格。

定理 7　剩余格 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是M V 2
代数, 当且仅当它是正规剩余格。

证明　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是M V 2代数,

则 (R 27) , (R 28)和 (R 7) 成立, 于是由定理 1 的推论

1 知 (R 25) 成立。所以, (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是正

规剩余格。反之, 设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1)是正规剩

余格, 则由定理 4 和定理 5 知, (R 27) , (R 28) 和

(R 7)都成立。所以由定义 7 知, (L , ∨, ∧, ª , →, 0,

1)是M V 2代数。

推论 2　M V 2代数一定是正则剩余格。

推论 3　剩余格 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是M V 2
代数, 当且仅当它满足 (R 26)。

证明　由定理 7 与定理 1 即知。

定理 8　正则剩余格 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是

M V 2代数, 当且仅当它满足 (R 26)或 (R 27)。

证明　由定理 7 与定理 1 的推论 1 即知。

3　弱R 02代数与R 02代数

定义 8[1, 9 ]　设L 是 (— , ∨, →) 型代数, 如果

L 上有偏序≤使 (L , ≤) 成为有界分配格, 且∨是关

于序≤的上确界运算, — 是关于序≤的逆序对合对

应, 且满足:

(1) — y → — x = x →y ;

(2) 1 →x = x , x →x = 1;

(3) x →y≤ (z →x )→ (z →y ) ;

(4) x → (y →z ) = y → (x →z ) ;

(5) x →y∨z = (x →y )∨ (x →z ) ;

(6) x →y∧z = (x →y )∧ (x →z )。

这里 1 是 (L , ≤) 的最大元, 则称L 为一个弱

R 02代数。

定义 9[1, 2 ]　R 02代数L 是一个弱R 02代数, 且满

足:

(R 38) (x →y ) ∨ ( (x →y ) → — x ∨y ) = 1, x ,

y∈L。

注 2　 [ 2 ]中证明了若在弱 R 02代数 L 中, 按

(R 21) 式引入二元算子ª , 则 (L , ª , 1) 是以 1 为单

位元的交换群, 且 (ª , →) 是伴随对。因此, (L , ∨,

∧, ª , →, 0, 1)成为剩余格。

更进一步有:

命题 4　设L 是一个弱R 02代数, ª 按 (R 21) 式

定义, 则 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是正则剩余格, 且

— x = x ′= x →0, x ∈L。

证明　由注 2 知, (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是剩

余格。由定义 8 的 (1) , (2)可得:

x ′= x →0= — 0 → — x = 1→ — x = — x。

再由—为逆序对合对应知, x ″= — — x = x , 即

(R 7)式成立。所以, (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1)是正则剩

余格。

命题 5　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是分配的正

则剩余格且满足 (R 29) , 则L 是弱R 02代数。

证明　在 L 上定义一元运算—如下: — x =

x ′= x →0, x ∈L , 则—为L 上的逆序对合对应。由

命题 2 的 (R 20) 以及命题 1 的 (R 8) , (R 9) , (R 13) ,

(R 11)和 (R 18)知:

定义 8 的条件 (1) , (2) , (3) , (4)和 (6)成立。再

由 (R 29)知定义 8 的条件 (5)成立。所以, (L , ∨, ∧,

ª , →, 0, 1)是一个弱R 02代数。

由命题 4 和命题 5 易得:

推论 4　正则剩余格 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是

一个弱 R 02代数, 当且仅当它是分配格且满足

(R 29)。

由此得到弱R 02代数的基于剩余格的又一等价

形式的定义。

定义 8′　弱 R 02代数 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是

一个分配的正则剩余格, 且满足 (R 29)。

由定理 2 知, 定义 9′又等价于如下形式的定义。

定义 8″　弱 R 02代数 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是

一个分配的正则剩余格, 且满足 (R 28)。

由定义 9″易知下述命题成立。

定理 9　正则剩余格 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 是

一个弱R 02代数, 当且仅当它是一个次BL 2代数。

推论 5　M V 2代数是一个弱R 02代数。

证明　由命题 3 知M V 2代数是BL 2代数, 因而

是次BL 2代数。又由推论 2 知,M V 2代数是一个正则

剩余格。于是由定理 9 知,M V 2代数是一个弱R 02代
数。

4　R 02代数与M V 2代数的关系

由上面讨论可知, R 02代数即满足 (R 38) 的弱

R 02代数, 而M V 2代数就是满足 (R 27) 的弱 R 02代
数。可见,M V 2代数与 R 02代数的本质差别体现在

(R 27)和 (R 38)两式上。在本文的最后部分进一步讨

论M V 2代数与R 02代数之间的关系。
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引理 2　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为M V 2代
数, x , y∈L , 则有:

(R 39) (x →y )→x ′= x ′∨y′;

(R 40) x →y≥x ′∨y。

证明　 ( 1) 因 M V 2代数是正规剩余格, 故

(R 19)～ (R 30) 都成立。于是由 (R 20) , (R 21) ,

(R 27)和 (R 24)得:

( x → y ) → x ′= x → ( x → y )′=

(x ª (x →y ) )′= (x ∧y )′= x ′∨y′

即 (R 39)成立。

(2)在一般剩余格中证明 (R 40)成立。

事实上, 由 (R 3) 知 x →y ≥x →0= x ′。又由

(R 9)和 (R 10)知 y≤x →y。所以, x →y≥x ′∨y。

定理 10　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为M V 2代
数, 则L 是R 02代数, 当且仅当

(R 41) (x →y )∨ (x ∨y′) = 1, x , y∈L。

证明　设 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 为M V 2代数,

则由 (R 29) , (R 39) , (R 26)和 (R 40)得:

(x →y ) ∨ ( (x →y ) →x ′∨y ) = (x →y ) ∨

( (x →y )→x ′) ∨ ( (x →y ) →y ) = (x →y ) ∨ (x ′∨

y′) ∨ (x ∨y ) = [ (x →y ) ∨ (x ′∨y ) ]∨ (x ∨y ′) =

(x →y ) ∨ (x ∨y′)。

由此知, 在M V 2代数中 (R 38) 成立, 当且仅当

(R 41)成立。

因M V 2代数是弱R 02代数, 故它是R 02代数, 当

且仅当 (R 38)成立, 当且仅当 (R 41)成立。

推论 6　若 (L , ∨, ∧, ª , →, 0, 1) 既是M V 2代
数, 又是R 02代数, x ∈L , 则有:

(R 42) (x →x ′)∨x = 1;

(R 43) (x ′→x )∨x ′= 1。

证明　在 (R 41) 中取 y = x ′即得 (R 42) , 由

(R 42)直接可得 (R 43)。

命题 6　若 L 是全序的M V 2代数又是 R 02代
数, 则ûL û≤3。这里ûL û表示L 的元素个数。

证明　首先证明, 对任意的 x ∈L , 有 x = 0, x =

1 或者 x = x ′。

若 x ≠ 0, 且 x ≠ 1, 则由 (R 42) 和 (R 43) 知:

x →x ′= 1, x ′→x = 1。于是由 (R 9)知, x ≤x ′, 且x ′≤

x。所以, x = x ′。

其次证明, L 中满足 x = x ′的元素最多只能有

一个。

设 y = y′, z = z′, 来证 y = z。因L 是全序集, 不

妨设 y ≤z , 则有 y = y ∧z , z = y ∨z。于是 y = y′=

(y∧z )′= y′∨z′= y ∨z = z。

综上讨论, L 中除 0 和 1 之外, 最多再含有一

个元。所以, ûL û≤3。

推论 7　设L = [ 0, 1 ], 则 (L , ∨, ∧, ª , →, 0,

1) 不能同时是M V 2代数和 R 02代数。特别的,M V 2
单位区间[2 ] 不是 R 02代数, R 02单位区间[2 ] 也不是

M V 2代数。

5　结束语

为叙述方便, 引入一些记号如下:

RL 为全体剩余格之集; CRL 为所有全序的剩

余格之集; R RL 为全体正则剩余格之集; N RL 为全

体正规剩余格之集; SB A L 为全体次BL 2代数之集;

B L A 为全体BL 2代数之集;M V A 为全体M V 2代数

之集; W R 0A 为全体弱 R 02代数之集; R 0A 为全体

R 02代数之集。

由本文讨论的结果易知:

(1)N RL = M V A = R RL ∩B L A ;

(2)W R 0A = R RL ∩SB L A ;

(3)R 0A < W R 0A ,W V A < W R 0A ;

(4)若L ∈CRL ∩R 0A ∩W V A , 则ûL û≤3。
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策略下的纳什均衡策略。多目标博弈问题目标间的

量纲一般是不相同的, 简单相加是没有意义的 (如本

文例子) , 运用模糊数学的层次评价法就可以较好地

解决此类问题, 因为最终转化为单目标博弈问题后

的收益函数已经变成没有量纲的收益满意率函数。

若系统更为复杂, 子系统中还包含子系统时, 可利用

层次评价法对每一个子系统进行赋权, 然后对最底

层的子系统逐层赋权合并, 直至将多目标博弈问题

转化为单目标博弈问题。
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Fuzzy so lu t ion in m u lt iob ject ive gam es

L IU Ya-x iang, SUN Hong-gang,W ANG L i-bo,W ANG Na i-x in
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: To so lve the p rob lem of m u lt iob ject ive gam es, th is paper p resen ts a fuzzy so lu t ion based on

A H P (analyt ic h ierarchy p rocess). A cco rd ing to the algo rithm of A H P,w e gave each aim funct ion of m u lt i2
ob ject ive gam es a fuzzy pow er. T hen w e sw itched the m u lt iob ject ive incom e funct ion s to the sa t isf ied in2
com e coeff icien t funct ion s w ithou t d im en sion, and w e u sed fuzzy pow er to add up all of the the sa t isf ied in2
com e coeff icien t funct ion s. L ast,w e tran sla te the m u lt iob ject ive gam es in to simp le gam e quest ion. T h is so2
lu t ion is bet ter fo r u se and it is simp ler to figu re. T h is theo ry can be u sed in modern en terp rise decision2
m ak ing.

Key words: m u lt iob ject ive gam es; simp le gam e; A H P; sat isf ied incom e coeff icien t
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R ela t ion betw een R 02a lgeb ras and M V 2a lgeb ras

SU Ren - suo
(D ep artm en t of M ath ,B aoj i U n iversity of A rts and S cience,B aoj i, S haanx i 721007, Ch ina)

Abstract: Som e addit ional condit ion s of residual la t t ice o r regu lar residual la t t ice are p roved to be

equ ivalen t to each o ther. T he concep t of no rm al residual la t t ice is in t roduced and som e p ropert ies of no rm al

residual la t t ice are given. M o reover, the rela t ion betw een R 02algeb ra and M V 2algeb ra has been discu ssed.

Key words: residual la t t ice; regu lar residual la t t ice; no rm al residual la t t ice; sub2BL 2algeb ra; M V 2alge2
b ra; w eak R 02algeb raeb ra
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