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R ichards 模型的推广研究
Ξ

郑立飞, 赵惠燕, 刘光祖
(1 西北农林科技大学 生命科学学院, 陕西 杨凌 712100)

　　[摘　要 ]　在单种群生长模型的基础上提出了多种群下的 R ichards 模型, 并对相关的参数给出了明确的生物

学意义, 认为该模型有效地包括了种群的竞争关系, 偏利与偏害关系, 共生与互惠关系等。同时, 对两种群下的情况

进行了稳定性分析, 结果表明, 两种群下的相互作用方程是该模型的一个特例, 表明多种群下的 R ichards 模型在一

定程度上拓展了R ichards 模型的应用空间。最后对模型进行了一部分定性的讨论。
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　　R ichards 模型是对生物生长过程描述最准确、

适用性最强的方程[1 ]。其单种群下的解析表达式为

x ( t) = k{1 + c exp (- r ( t - t0) ) }- 1öc, (1)

式中, c 为生长曲线形状参数, c≠0。相应的微分方

程为

dx
d t

= rx (1 - (x ök ) c

c
) , c ≠ 0。 (2)

当 c= 0 时, 方程为

dx
d t

= rx ln
k
x
。 (3)

　　R ichards 模型包含了众多的 S 型生长方程: 当

c= - 1 时, 表示单分子生物生长方程 (修正指数曲

线模型) ; 当 c= 1ö3 时, 表示 von Berta lanffy 生长方

程; 当 c= 0 时, 表示 Gompertz 曲线方程; 当 c= 1

时, 表示经典的L ogist ic 生长方程。但是在自然界

中, 大多数种群不是单独存在的, 而是存在各种依赖

关系, 这就要求在理论上有表示多种群下的生长方

程。为此, 本研究提出 n 种群下的昆虫R ichards 模

型, 以期对种群的相互作用进行更好的分析。

1　n 种群的R ichards 模型

1. 1　定　义

　　式 (4)为 n 种群下的R ichards 模型:

dx i

d t
=

bi

1- ∆f (x i, a) ( ( 1
K i
∑

n

j= 1

Ρij x j ) ∆- 1- 1) , ∆≠1

bif (x i, a) ( ln∑
n

j= 1

K j

x j
) , ∆= 1

(4)

i= 1, 2, ⋯, n。

式中, x i ( t)为 t 时刻种群 i 的密度; K i 为种群 i 的环

境最大容纳量; bi, ∆及 f (x i ( t) , a) 决定了种群的绝

对增长率 (ab so lu te grow th ra te of the popu la t ion) ;

Ρij表示种群 j 对种群 i 相互作用因素, 称为种间作

用系数, 当 Ρii= 1 时, 称为种内作用系数。而种群的

初始增长率为 biaö(∆- 1)。∆的大小决定了生长曲

线的形状。如果 ∆> 0, 则生长曲线为 S 型, 拐点处的

斜率减少 ∆。若令 ∆- 1= c, 则R ichards 模型为

dx i

d t
=

bi

c
f (x i, a) (1 - ( 1

K i
∑

n

j= 1
Ρij x j ) c) , c ≠ 0

bif (x i, a) ( ln∑
n

j= 1

K j

x j
) , c = 0

(5)

i= 1, 2, ⋯, n。

1. 2　生物学意义

饱和项 ( 1
K i
∑

n

j= 1
Ρijx j ( t) ) c- 1) 或 ln∑

n

j = 1

K j

x j ( t)

(此时 c= 0) 反映了种群增长量由于个体体型大小

及 n 种群的相互作用效应而导致的减少量, 其对各

种群的作用是不同的。该项由于种群数量的增多而

减少, 当∑
n

j= 1
Ρij x j = K i, 该项为零, 种群数量将不再增

加。若参数 Ρij > 0, Ρj i> 0, 表示种群 i 与种群 j 之间

为竞争关系; 若 Ρij < 0, Ρj i < 0, 表示种群 i 与种群 j

之间为共生关系或者互惠协作关系 (共生为两者分

开不可以生活, 而互惠协作为两者分开可以生活, 这

是有区别的) ; 若 Ρij > 0, Ρj i= 0, 表明种群 i 与种群 j
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之间为偏害关系 (种群 j 对种群 i 起抑制作用, 而种

群 i 对种群 j 自身却毫无影响) ; 若 Ρij < 0, Ρj i= 0, 表

明种群 i 与种群 j 之间为偏利关系 (种群 j 对种群 i

起促进作用, 而种群 i 对种群 j 自身却毫无影响, 反

之亦然) ; 若 Ρij > 0, Ρj i< 0, 则种群 j 对种群 i 起抑制

作用, 而种群 i 对种群 j 为促进作用, 种群 i 与种群

j 之间可理解为类似于捕食与被捕食或寄生与被寄

生的关系, 可将这类关系称为类捕食关系或类寄生

与被寄生关系 (这类关系显然与竞争关系不同, 竞争

关系是种群之间相互干扰或抑制[2, 3 ] , 而类捕食关系

或类寄生与被寄生关系是某一种群干扰或抑制另一

种群)。

个体种群的增长率与其个体大小有关系[4, 5 ]。种

群增长率与个体大小的关系可以用参数 a 来描述。

在多种群的情况下, a 反映了竞争时个体大小与增

长率的非对称程度, 尽管这个非对称程度被定义为

大型个体与小型个体在争夺资源方面的不相称的接

近, 但是它可以通过增长率的变化观察到。

D am gaard [4 ]用整个时间间隔绝对增长率——个体

大小的关系曲线的测量来估计竞争时个体大小所产

生的非对称程度。种群增长率与个体大小的关系可

以用如下的函数来描述:

f (x i ( t) , a) =

1, a = 0

x i ( t) a , a > 0

1 (大型种群) 或 0 (小型种群) , a = ∞

　　如果 a= 0, 则所有种群都有相同的增长率, 与

其个体大小无关, 即完全对称; 如果 0< a< 1, 则种

群增长率会少于种群个体大小的增长比例, 即偏向

于个体大小的对称; 如果 a = 1, 则种群增长率与种

群的个体大小呈正比, 即种群密度增加的快慢与个

体大小增长快慢相同 (完全与个体大小对称) (图

1) ; 如果 a> 1, 则种群增长率会超过种群个体大小

增长的比例 (a= 2 时见图 1) ; 如果 a= ∞, 则只有大

型种群才能增长 (完全与个体大小不对称)。实际上,

a 刻画了在整个生长曲线过程中, 种群个体大小与

其数量增长率之间关系曲线的弯曲程度。

在式 (5) 中, 当 n = 2, c= - 1, b1 = r1, b2 = r2,

f (x i, a) = x i ( t) , 则微分方程模型 (5)简化为

dx 1

d t
= r1x 1 1 - (

x 1 + Ρ12x 2

K 1
) ,

dx 2

d t
= r2x 2 1 - (

x 2 + Ρ21x 1

K 2
) 。

(6)

若 Ρ12, Ρ21 > 0, 此方程组即表示两种群下的竞争关

系[2, 3, 6～ 8 ]; 若 Ρ12, Ρ21 < 0, 此方程组即表示两种群下

的共生关系或互惠协作关系[2 ]; 若 Ρ12> 0, Ρ21< 0, 此

方程组表示两种群下的类捕食关系或类寄生与被寄

生关系; 若 Ρ12> 0, Ρ21= 0, 此方程组表示两种群下的

偏害关系; 若 Ρ12< 0, Ρ21= 0, 此方程组表示两种群下

的偏利关系。

在式 (5) 中, 当 n = 1, b1 = r1, b2 = r2, f (x i ( t) ,

a) = x i ( t) , 则微分方程模型 (5)退化为方程 (1)。

图 1　由参数 a 表示的种群绝对增长率与个体大小的关系

F ig. 1　T he rela t ionsh ip betw een size and subsequen t

grow th fo r tw o values of the param eter (a)

2　稳定性分析

当 n= 2, c≠0, f (x i ( t) , a) = x i ( t) a 时, 微分方程

模型 (5)简化为:

dx 1

d t
=

b1

c
x 1 ( t) a (1 - (

x 1 + Ρ12x 2

K 1
) c) ,

dx 2

d t
=

b2

c
x 2 ( t) a (1 - (

x 2 + Ρ21x 1

K 2
) c)。

(7)

2. 1　平衡点的讨论

令

f 1 (x 1, x 2) ≡ x a
1 (1 - (

x 1 + Ρ12x 2

K 1
) c) = 0,

f 2 (x 1, x 2) ≡ x a
2 (1 - (

x 2 + Ρ21x 1

K 2
) c) = 0。

(8)

则可分以下几种情况来讨论平衡点:

(1)若 Ρ12Ρ21≠1, a≠0, 方程组 (8)有 4 个平衡点

P 1 (0, 0) , P 2 (K 1, 0) , P 3 (0, K 2) ,

P 4 (
K 1 - K 2Ρ12

1 - Ρ12Ρ21
,

K 2 - K 1Ρ21

1 - Ρ12Ρ21
)。

　　 (2) 若 Ρ12Ρ21≠1, a= 0, 除极端情况 (a= ∞) , 方

程组 (8)只有 1 个平衡点, 即上述的 P 4。

(3)若 Ρ12Ρ21= 1, 这时平衡点只有 P 1, P 2, P 3。在

这种特殊的情况下, 或者 Ρ12 > 0, Ρ21 > 0, 或者 Ρ12 <

0, Ρ21< 0, 因此两种群必为竞争关系、共生或者互惠

协作关系。若
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Ρ12x 2 + x 1

K 1
= 1,

Ρ21x 1 + x 2

K 2
= 1。

(9)

成立, 即在两种群相互平衡的情况下, 必有 Ρ12, Ρ21>

0, 且

K 1 = K 2Ρ12, K 2 = K 1Ρ21。

这表明, 两种群 (简称甲、乙种群) 要达到一种除 P 1,

P 2, P 3 平衡点以外的平衡, 则甲乙两种群的环境容

纳量与种间相互作用系数有密切的关系: 若一个乙

消耗的食物是一个甲的 Ρ12倍, 则一个甲消耗的食物

是一个乙的 Ρ21=
1

Ρ12
倍。同时, 甲的环境容纳量为乙

的 Ρ12倍, 而乙的环境容纳量为甲的 Ρ21倍, 这时两个

种群在消耗资源中对甲增长的阻滞作用与对乙增长

的阻滞作用相同[9 ]。

2. 2　稳定性的判定

下面仅就 Ρ12Ρ21≠1 的情况进行讨论。为了便于

对平衡点稳定性进行分析, 令

Ω(x 1, x 2) = 1 -
x 1 + Ρ12x 2

K 1

c

,

Υ(x 1, x 2) = 1 -
x 2 + Ρ21x 1

K 2

c

。

(10)

　　则当 Ω= 0, Υ= 0, 式 (9)必然成立。结合参数 Ρ12

和 Ρ21的生物学意义及式 (9)可分两种情况来讨论。

2. 2. 1　Ρ12Ρ21> 1　这时由方程组 (9)必有

Ρ12 >
K 1

K 2
, Ρ21 >

K 2

K 1
。

　　 (1)若 K 2> K 1, 则 Ρ21> 1。在
K 1

K 2
< Ρ12< 1 时, 甲

对资源的竞争力 (由 Ρ21 表征) 要强于乙 (由 Ρ12 表

征) , 因而种群甲将趋于环境容纳量, 种群乙将灭亡,

故稳定平衡点为 P 2 (K 1, 0) ; 若
K 1

K 2
< 1< Ρ12, 由常微

分方程稳定性分析理论容易知, 所有平衡点均不稳

定。直观上看, 甲对资源的竞争力与乙对资源的竞争

力不相上下, 由相轨线的初始位置来确定。

(2)若 K 2< K 1, 类似的讨论与结论同上。

2. 2. 2　Ρ12Ρ21< 1　这时由方程组 (9)必有

Ρ12 <
K 1

K 2
, Ρ21 <

K 2

K 1
。

　　 (1) K 2> K 1。a. 1< Ρ21<
K 1

K 2
。此时, 若 0< Ρ12<

K 1

K 2
(< 1) , 则稳定点为 P 2 (K 1, 0) , 即甲趋向于其环

境容纳量, 乙终将灭亡。若- 1< Ρ12< 0, 则平衡点仍

为 P 2 (K 1, 0)。此时, 乙为甲提供食物, 乙最终灭亡,

二者的关系为类捕食关系或类寄生与被寄生关系。

b. 0< Ρ21< 1<
K 2

K 1
。此时, 若 0< Ρ12<

K 1

K 2
(< 1) ,

则不难由 Ω= 0, Υ= 0 的相平面图的分析[7, 9 ]可知, 稳

定点为

P 3 (
K 1 - K 2Ρ12

1 - Ρ12Ρ21
,

K 2 - K 1Ρ21

1 - Ρ12Ρ21
)。

若 Ρ12< 0, 则稳定平衡点为 P 2 (K 1, 0)。

c. Ρ12< 0。此时, 若 0< Ρ12<
K 1

K 2
(< 1) , 则甲给乙

提供食物, 而乙来消耗甲提供的食物, 二者的关系为

类捕食关系或类寄生与被寄生关系, 甲将为此而灭

绝, 乙将趋于其环境最大容纳量, 故平衡点为

P 3 (0, K 2)。若- 1< Ρ12< 0, 则甲种群为乙种群提供

食物, 同时乙也为甲提供食物, 二者为共生或者互惠

协作关系, 两种群必会存在一个稳定平衡点:

P 3 (
K 1 - K 2Ρ12

1 - Ρ12Ρ21
,

K 2 - K 1Ρ21

1 - Ρ12Ρ21
)。

　　 (2)若 K 2< K 1, 类似的讨论与结论同上。

3　结论与讨论

推广的 R ichards 模型是一个多参数的非线性

微分方程组, 该模型中的参数有良好的生物学意义,

虽然求模型的解析解有一定的困难, 但求其数值解

是可以用数学软件 (M athem atica,W o lfram 1999) [12 ]中

的数值程序 (ND So lve) 来实现的, 而其中的非对称参

数 a 及形参 ∆也可用数学软件中的 F indM in im um 函

数来实现[4, 10～ 12 ]。

与 单 种 群 下 R ichards 模 型 比 较, 推 广 的

R ichards 模型更能客观地反映种群之间的相互作用

与动态规律, 且该模型的建立提供了许多可资研究

的问题。

例如, 当 ∆≠1 时, 令
dx i

d t
= 0, 则∑

n

j = 1
Ρij x j = K i,

( i= 1, 2, 3, ⋯, n) , 从而得

Ρ11 Ρ12 ⋯ Ρ1n

Ρ21 Ρ22 ⋯ Ρ2n

� � � �
Ρn1 Ρn2 ⋯ Ρnn

x 1

x 2

�
x n

=

K 1

K 2

�
K n

。

或者 ΡX = K ,

式中, Ρ 为作用系数矩阵; X 为种群密度向量; K 为

环境容纳量向量。显然, 种群的环境最大容纳量存

在, 当估算得种群间作用系数及种内作用系数的矩

阵 Ρ 及种群密度向量X , 由上式即可得种群的环境

最大容纳量向量 K。同理, 由 Ρ, K 也可得到种群的
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密度向量X。

当 ∆= 1 时, 令
dx i

d t
= 0, ( i= 1, 2, 3, ⋯, n) , 则

K 1

x 1
+

K 2

x 2
+ ⋯ +

K n

x n
= 1。

此时, 各种群的密度都超过了它的最大环境容纳量。

若根据实际问题估算的 ∆接近于 1, 则当
dx i

d t
= 0 时,

各种群的密度都可能超过了它的环境最大容纳量。

种群的相互作用是一个复杂的系统, 本研究对

模型所作的讨论仅是局部的、初步的。推广的

R ichards 模型也只是众多种群关系的一种。以竞争

为例, 竞争的类型包括资源竞争与似然竞争 [13 ] ,

R ichards 模型可以用来描述一部分的资源竞争规

律, 也可以用来描述一部分似然竞争规律, 但对于所

有的资源竞争规律及似然竞争规律或许并不能给予

很好的描述[13 ]。另外, 模型的合理性也仅是理论上

的, 与实际问题的融洽性还有待于全方位、深入的研

究。
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Study on the ex tend ing fo r R ichards m odel

ZHENG L i-fe i, ZHAO Hui-yan ,L IU Guang-zu
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: F irst ly, th is paper pu t fo rw ard new R ichards model of m u lt ip le popu la t ion s based on grow th

model of single popu la t ion, then gave the b io logica l m ean ing of rela ted param eters and though t that th is

model included all rela t ion sh ip s effect ively among popu la t ion s (compet it ion, part ia l2advan tage, part ia l2dele2
teriou sness, m u tualism , comm un ity, etc). A lso , stab ility of tw o popu la t ion s w as analyzed. A nalysis show ed

that in teract ion equat ion w as a specia l case of th is model, w h ich exp la ined m u lt ip le popu la t ion R ichards

model having ex tended single popu la t ion R ichards model on certa in level. F inally, th is paper m ade som e

qualita t ive analysis to new R ichards model.

Key words: R ichards model; m u lt ip le popu la t ion s; rela t ion sh ip of popu la t ion
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