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两圆锥相贯的形数分析
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　　[摘　要 ]　运用平面解析几何及工程图学理论对两圆锥相贯进行了形数分析, 给出了相贯线上特殊点 (最右

点或最左点)的作图方法。
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　　工程实际中, 物体的相贯是相当普遍的, 如何准

确地确定出相贯线的形状, 是一个很重要的问题。在

确定相贯线形状方面, 特殊点具有举足轻重的作用,

特殊点决定着相贯线的范围、可见性以及相贯线本

身的特征等。有关圆锥与球的相贯线[1 ]、球与椭圆锥

的相贯线[2 ]、正交圆柱与圆锥的相贯线极右点[3 ]、圆

柱与圆锥偏斜交的相贯线[4 ]、圆柱与圆锥相贯线上

的特殊点[5 ]等问题已有论述。作者在此运用平面解

析几何及工程图学理论, 对两圆锥相贯线进行形数

分析, 并总结出了确定两圆锥相贯线上特殊点 (最右

点或最左点)的作图方法。

1　投影性质讨论

1. 1　数学模型的建立

　　由图 1 可知, S , S 1 两圆锥轴线相交于O (O 1) ,

以 O (O 1 ) 分别建立两坐标系 O —X Y Z 及 O 1—

X 1Y 1Z 1。

两圆锥的数学方程[6 ]可表示为:

x 2 + y 2 = tan2Α(H - z ) 2 (S )

x 2
1 + y 2

1 = tan2Α1 (H 1 - z 1) 2 (S 1)

　　采用坐标旋转变换[7 ]:

x 1 = x co sΗ- z sinΗ
y 1 = y

z 1 = z co sΗ+ x sinΗ

化简整理, 得正面投影交线方程为:

x 2 - (x co sΗ- z sinΗ) 2 =

tan2Α(H - z ) 2 - tan2Α1 [H 1 - (z co sΗ+ x sinΗ) ]2

展开, 进一步化简得:

a11x 2 + 2a12x z + a22z 2 +

2a13x + 2a23z + a33 = 0

式中, a11 = sin2Ηsec2Α1, a12 = sinΗco sΗsec2Α1, a22 =

co s2Ηsec2Α1 - sec2Α, a13 = - H 1 tan2Α1 sinΗ, Α23 =

H tan2Α1co sΗ, a33= - (H 2 tan2Α- H
2
1 tan2Α1)。

图 1　两圆锥的相贯线分析

F ig. 1　A nalysis abou t the line of in tersec2

t ion of tw o circu lar cone
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1. 2　相贯线正面投影性质分析

由上式可知, 两圆锥相贯线正面投影方程为二

次曲线。若令D = a11a22- a
2
12, 由二次曲线的有关性

质可知: D > 0 时曲线为椭圆, D = 0 时曲线为抛物

线, D < 0 时曲线为双曲线。对两圆锥相贯线来说,

由相贯线方程的系数可求得:

D = - sin2Ηsec2Α1 sec2Α
显然,D < 0。由此可断定两圆锥相贯线为双曲线。

2　双曲线中心及渐近线位置的确定[ 8 ]

2. 1　双曲线中心

　　双曲线是有中心的二次曲线。由平面解析几何

原理[7 ] 可知, 在 O X Z 坐标系中, 双曲线中心坐标

(x 0, z 0)为:

x 0 =
1

D

a13 a12

a23 a22

=
1

sinΗ×

(H sin2Αco sΗ- H 1 sin2Α1)

z 0 =
1

D

a11 a13

a21 a23

= - H sin2Α

　　从中心坐标 (x 0, z 0) 可以看出, S 和 S 1 的任意 1

个尺寸稍有变化, 中心坐标就有变化。对于具体的两

圆锥 S 与 S 1, 二者交线的中心为内切球与圆锥切线

圆投影的交点, 即图 2 中线 12 和线 34 的交点 o′。

图 2　双曲线中心及渐近线的确定

F ig. 2　D efin it ion of the cen ter of

hyperbo la and asymp to te

2. 2　双曲线渐近线方向

平移双曲线方程, 使坐标原点移至双曲线中心,

则产生一个新坐标系O ′X ′Z′。平移后:

x = x ′+ x 0; z = z′+ z 0

　　在新O ′- X ′Z′坐标系中, 相贯线方程为:

a11x ′2 + 2a12x ′z′+ a22z ′2 +
A
D

= 0

式 中, A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= - sin2Ηsec2Αsec2Α1 ×

( H
2
1 tan2Α1co s2Α1 - H

2 tan2Αco s2Α) ,
D
A

= H
2
1 tan2Α1co s2Α1 -

H
2 tan2Αco s2Α, R = H tanΑ, R 1= H 1 tanΑ1。

当D
A

= 0 时, 双曲线退化为直线, 方程就变为渐

进线方程, 即:

H 1 tanΑ1co sΑ1 - H tanΑco sΑ=

R 1co sΑ1 - R co sΑ= 0

　　这属于两圆锥共有内切球面的情况。故可放大

S 1 或缩小S , 找到它们共有的内切球面, 从而定出渐

进线的方向, 如图 2 中 a′, b′所示。S
′
1, S

′两圆锥相贯

线的渐进线是过 S 1, S 的中心点 o′, 作 a′, b′两渐进

线的平行线 c′, d′, 即为该交线的渐进线 (图 2)。

3　两圆锥相贯线最右 (最左)点的确定

作出了两圆锥相贯线的渐近线, 再根据相贯线

的投影性质和特点以及作切线的方法, 可确定出双

曲线的最右 (左)点[9 ]。双曲线任意弦被两渐近线所

截, 截线段被弦的共轭直径平分, 双曲线与渐近线之

间的两线段也相等。根据双曲线的上述性质和特点,

确定的作图方法如下 (图 3) :

图 3　相贯线最右点

F ig. 3　T he mo st righ t po in t of the line

of in tersection of tw o circu lar cone

①过 2′点作一直线平行于投影方向, 交两渐近

线于 k′, l′。取 k′, l′中点 n′, o′n′直线即为与铅垂直径

成共轭直径方向, 最右点一定在该直线上。

②过 2′点作平行于 o′n′的直线, 交渐近线于

311第 6 期 李茶青等: 两圆锥相贯的形数分析



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

m
′
1, m

′
2, 取m

′
22′

1= 2′
m

′
1, 以 2′, 2′

1 为直径作半圆, 从m
′
1

作m
′
1p⊥2′2′

1, 交半圆于 p。

③在 o′n′上取 o′r′= m
′
1p , 得 r

′点为最右点。

4　结束语

通过对轴线相交的两圆锥相贯线的形数分析,

总结出了特殊位置点 (最右点或最左点)的求解作图

方法。根据同样的原理, 也可作出最上点或最下点。

该法不但对于用定球心球面法求相贯线的特殊点是

一个补充, 而且在教学及工程实际中也有一定的参

考价值。
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Graph ics and m athem at ica l ana lysis on in tersect ion line of tw o cone
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Abstract: T h is paper analysed the in tersect ion line of tw o cones base on analyt ica l geom etry and engi2
neering graph ics theo ret ics, pu t fo rw ard a m ethod of draw ing the specia l po in t on the in tersect ion line.
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