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特征向量的零输入解定理及其证法探讨
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　　[摘　要 ]　在研究线性状态方程的特征向量与零输入解二者关系的基础上, 推导出一个适用于线性定常连续

系统的定理; 给出了各种证明方法, 并举例验证了定理的正确性。
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　　线性定常连续系统 (以下简称“线性系统”)状态

方程的完全解由零输入解和零状态解组成, 其中零

输入解取决于初始状态和状态转移矩阵[1～ 5 ]。若线

性系统的初始状态与该系统某一实数特征根对应的

特征向量重合, 则系统在这一初始状态下的零输入

解只含这一个固有频率[6 ]。文献[ 6 ]对线性系统中特

征向量与零输入解之间的这一关系虽有论述, 但只

给出了一个证法, 且该证法的适用范围有限。此外,

还有几个问题有待研究: 1) 可否将其概括为一个定

理; 2)文献[ 6 ]的结论是否适用于重根、复根的情形;

3) 能否找到更为一般的简捷证法或找到多种证法。

作者在探讨线性系统中特征向量与零输入解二者关

系的基础上, 将研究结果概括为一个适用于线性系

统的定理, 给出 4 种证明方法, 指出各个证法的适用

范围, 并举例验证了定理在各种情形下的正确性。

1　定理及其证法
1. 1　引　理

　　已知 n 阶线性系统的齐次状态方程为:

dX ( t)
d t

= A õ X ( t) ,

其解为[1 ]:

X ( t) = eA t õ X (0+ ) (1)

式中, X ( t) = [x 1 ( t) , x 2 ( t) , ⋯, x n ( t) ]T 为状态列向

量, n×1 阶; A 为状态方程的系数矩阵, n×n 阶; eA t

为状态转移矩阵, n×n 阶; X (0+ ) = X ( t) û t= 0+ 为初

始状态。

1. 2　特征向量的零输入解定理

已知 n 阶线性系统的齐次状态方程为:

dX ( t)
d t

= A õ X ( t) ,

n×1 阶矩阵Q i 是A 的特征根 Κi 对应的特征向量。

若初始状态X (0+ ) = Q i, 则线性系统的零输入解:

X ( t) = Q i õ eΚi t,

式中, t≥0+ ; i= 1, 2, ⋯, r; r 是A 的最大线性无关特

征向量组的秩, r≤n。

1. 3　定理的证法

1. 3. 1　证法 1　设A 有 n 个线性无关的特征向量

Q 1～Q n , 则 n 阶方阵Q = [Q 1, Q 2, ⋯, Q n ]为非奇异矩

阵[2 ]; 引入 n 阶对角方阵 e∧t =
∃

diag [ eΚ1 t, eΚ2 t, ⋯,

eΚn t ], 并将线性变换关系[4 ] eA t= Q ·e∧t·Q
- 1与条件

X (0+ ) = Q i 代入式 (1) , 可得:

X ( t) = (Q õ e∧t) õ (Q - 1 õQ i)

= P 1 ( t) õ P 2 (2)

式中, P 1 ( t) = Q ·e∧t = [Q 1, Q 2, ⋯, Q i, ⋯, Q n ]·

eΚ1 t

eΚ2 t

ω
eΚi t

ω
eΚn t

=

[Q 1·eΚ1 t,Q 2·eΚ2 t, ⋯,Q i·eΚi t, ⋯,Q n·eΚn t ];

P 2= Q
- 1·Q i=

1
ûQ û·

Q 11 Q 21 ⋯ Q n1

Q 12 Q 22 ⋯ Q n2

� � �
Q 1i Q 2i Q ni

� � �
Q 1n Q 2n ⋯ Q nm

·

q1i

q2i

�
qni
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式中, ûQ û表示Q 的行列式; Q k j是Q 中的元素 qk j对

应的代数余子式。当 j≠ i 时, ∑
n

k= 1
(qk i·Q k j ) = 0; 当

j = i时, ∑
n

k= 1
(qk i·Q k i) = ûQ û , 故有

P 2 = Q - 1 õQ i = [ 0, 0, ⋯, 1, ⋯, 0 ]T

即 P 2 中只有惟一的非零元素“1”, 且处于第 i 行。将

P 1 ( t)与 P 2 代入式 (2) , 得:

X ( t) = P 1 ( t) õ P 2 =

[Q 1 õ eΚ1 t,Q 2 õ eΚ2 t, ⋯,Q i õ eΚi t, ⋯,Q n õ eΚn t ]õ

0

0

�
1

�
0

=

Q i õ eΚi t

　　证毕。

1. 3. 2　证法 2　设A 有 n 个不相关的特征向量Q i

( i= 1, 2, ⋯, n ) , 则Q = [Q 1, Q 2, ⋯, Q n ]为非奇异矩

阵, 且Q
- 1·A·Q = diag [Κ1, Κ2, ⋯, Κn ], 则:

eA t = Q õ diag [eΚ1 t, eΚ2 t, ⋯, eΚn t ]õQ - 1

　　设 Q i = [ q1i, q2i, ⋯, qni ]T , Q
- 1 = [Q

′
1, Q

′
2, ⋯,

Q
′
n ]T , Q

′
j = [ q

′
1j , q

′
2j , ⋯, q

′
nj ], j = 1, 2, ⋯, n。由于

Q
- 1·Q = E , 故:

Q ′
j õQ j =

0　　 ( i ≠ j )

1　　 ( i = j )
(3)

而

eA t = Q õ diag [eΚ1 t, eΚ2 t, ⋯, eΚn t ]õQ - 1 =

[Q 1,Q 2, ⋯,Q n ]õ

eΚ1 t

eΚ2 t

ω
eΚn t

õ

Q ′
1

Q ′
2

�
Q ′

n

=

Q 1 õQ ′
1 õ eΚ1 t + Q 2 õQ ′

2 õ eΚ2 t + ⋯ + Q n õQ ′
n õ eΚn t =

∑
n

k= 1
Q k õQ ′

k õ eΚi t

　　当X (0+ ) = Q i 时, 有:

X ( t) = eA t õQ i = ∑
n

k= 1
Q k õQ ′

k õ eΚi t õQ i =

Q 1 õQ ′
1 õQ i õ eΚ1 t + Q 2 õQ ′

2 õQ i õ eΚ2 t +

⋯ + Q i õQ ′
i õQ i õ eΚi t + ⋯ + Q n õQ ′

n õQ i õ eΚn t

　　由式 (3)知, 只有Q i·Q ′
i·Q i·eΚi t这一项为非零

项, 故:

X ( t) = Q i õQ ′
i õQ i õ eΚi t = Q i õ eΚi t

　　证毕。

以上两个证法均是从特征向量组Q 1～Q n 线性

无关这一条件出发得出定理的结论, 因此, 证法 1 与

2 有一定的局限性, 即二者均要求A 的 n 个特征向

量线性无关。

1. 3. 3　证法 3　由于 eA t= E + A·t+
1
2
·A

2·t
2+

⋯= ∑
∞

k= 0

tk

k !
·A k , 则有:

X ( t) = eA t õ X (0+ ) = ∑
∞

k= 0

tk

k !
õA k õ X (0+ )

(4)

由于X (0+ ) = Q i, 并考虑Q i 为特征根 Κi ( i= 1, 2, ⋯,

r; r≤n)对应的特征向量, 即A·Q i= Κi·Q i, 则

A k õ X (0+ ) = A k õQ i = A k- 1 õ (A õQ i) =

Κi õA k- 1 õQ i = ⋯ = Κk
i õQ i

代入式 (4) , 得:

X ( t) = ∑
∞

k= 0

(Κi õ t) k

k !
õQ i = Q i õ ∑

∞

k= 0

(Κi õ t) k

k !

又

∑
∞

k= 0

(Κi õ t) k

k !
= eΚi t

故:

X ( t) = Q i õ eΚi t

　　证毕。

1. 3. 4　证法 4　对状态方程 X
·

( t) = A ·X ( t) 两边

取拉普拉斯变换, 并代入X (0+ ) = Q i, 得:

(sõ E - A ) õ X (s) = Q i

X (s) = (sõ E - A ) - 1 õQ i (5)

　　由文献 [ 4 ]可知, 无论A 奇异与否, (s·E -

A ) - 1一定存在, 且

(sõ E - A ) - 1 = ∑
∞

k= 0

A k

sk+ 1

代入式 (5) , 有:

X (s) = ∑
∞

k= 0

A k õQ i

sk+ 1 (6)

又A
k ·Q i = A

k- 1· (A ·Q i) = Κi·A
k- 1·Q i = ⋯=

Κk
i·Q i, 代入式 (6)得:

X (s) = ∑
∞

k= 0

Κk
i

sk+ 1 õQ i = Q i õ ∑
∞

k= 0

Κk
i

sk+ 1

故X ( t) = L - 1
X (s) = Q i·∑

∞

k= 0

(Κi·t) k

k !
= Q i·eΚi t

证毕。

与证法 1 和 2 相比, 证法 3 与 4 并不要求A 必

须有 n 个线性无关的特征向量, 且较为简捷。
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2　特征轨迹

由本文定理可见, 在 n 阶线性系统中, 若取A

的某特征向量作为系统的一组初始状态, 则其零输

入解中只出现一个模态, 即这个特征根对应的那个

模态。此时, 线性系统的状态轨迹呈直线状, 且与对

应的特征向量重合。鉴于上述原因, 可将该状态轨迹

叫做特征轨迹。若线性系统的 n 个特征根对应有 r

个线性无关的特征向量, 则系统共有 r 条特征轨迹。

当 r= n 时, 称零输入解是常态的; 当 r< n 时, 则称

零输入解是退化的。

3　实例分析

3. 1　A 有不相等的非零实根

　　某线性系统的状态方程

X
õ

( t) =

- 1 0 - 1

0 - 1 1

1 - 1 - 4

õ X ( t)

A 的特征根为 Κ1= - 1, Κ2= - 2, Κ3= - 3; 对应的特

征向量依次为:

Q 1 = [ 1, 1, 0 ]T ,Q 2 = [ 1, - 1, 1 ]T ,

Q 3 = [ 1, - 1, 2 ]T

　　若取初始状态分别为Q 1 = [ 1, 1, 0 ]T , Q 2 = [ 1,

- 1, 1 ]T ,Q 3= [ 1, - 1, 2 ]T , 根据本文定理, 则有:

X 1 ( t) =

1

1

0

õ e- t, X 2 ( t) =

　1

- 1

　1

õ e- 2t,

X 3 ( t) =

　1

- 1

　2

õ e- 3t

以X 1 ( t)为例, 计算可得X 1
·

( t) =

- 1

- 1

　0

·e- t,

A·X 1 ( t) =

- 1

- 1

　0

·e- t, 满足状态方程。

3. 2　A 有零单根

已知某线性系统

A =

0 - 1 1

1 0 1

- 1 - 1 0

Κ1= 0 是A 的特征根之一, 其特征向量为Q 1= [ - 1,

1, 1 ]T。若以Q 1 为初始状态, 则零输入解为:

X 1 ( t) =

- 1

　1

　1

õ e0õt =

- 1

　1

　1

　　验证: 经计算, 得X
·

( t) = 0 , A·X 1 ( t) = 0 , 满足

状态方程。

3. 3　A 有复根

已知线性系统

A =

0 - 1 1

1 0 1

- 1 - 1 0

其共轭复根为 Κ2= 3 · i 与 Κ3= - 3 · i, 对应

的特征向量分别为:

Q 2 = 1 - 3 õ i
2

,
- 1 - 3 õ i

2
, 1

T

,

Q 3 = 1 + 3 õ i
2

,
- 1 + 3 õ i

2
, 1

T

若分别以Q 2,Q 3 为初始状态, 则相应的零输入解为:

X 2 ( t) =

1 - 3 õ i
2

- 1 - 3 õ i
2

　　　1

õ e ( 3 õi) t =
1
2

co s 3 õ t + 3 sin 3 õ t - iõ ( 3 co s 3 õ t - sin 3 õ t)

3 sin 3 õ t - co s 3 õ t - iõ ( 3 co s 3 õ t + sin 3 õ t)

　　　　　　　　2co s 3 õ t + iõ 2sin 3 õ t

X 3 ( t) =

1 + 3 õ i
2

- 1 + 3 õ i
2

　　　1

õ e (- 3 õi) t =
1
2

co s 3 õ t + 3 sin 3 õ t + iõ ( 3 co s 3 õ t - sin 3 õ t)

3 sin 3 õ t - co s 3 õ t + iõ ( 3 co s 3 õ t + sin 3 õ t)

　　　　　　　　2co s 3 õ t - iõ 2sin 3 õ t

　　检验: X
·

2 ( t) =

3+ 3 ·i
2

3- 3 ·i
2

　 3 ·i

·e
( 3 ·i) t, A·X 2 ( t) =

3+ 3 ·i
2

3- 3 ·i
2

　 3 ·i

·e
( 3 ·i) t, 故X 2 ( t)满足
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状态方程。同理可知, X 3 ( t)亦满足状态方程。

一般地, 实际系统的初始状态为实向量, 如

X (0+ ) = [ 1, - 1, 2 ]T , 则有[ 1, - 1, 2 ]T = Q 2+ Q 3, 相

应的零输入解

X ( t) = X 2 ( t) + X 3 ( t) =

co s 3 õ t + 3 sin 3 õ t

3 sin 3 õ t - co s 3 õ t

　　　　　2co s 3 õ t

为实函数向量。

3. 4　有非零重根

已知线性系统

A =

- 2 1 1

0 2 0

- 4 1 3

的特征根为 Κ1= - 1, Κ2= Κ3= 2, 对应的特征向量分

别为Q 1 = [ 1, 0, 1 ]T , Q 2 = [ 0, 1, - 1 ]T , Q 3 = [ 1, 0,

4 ]T。

若取特征根对应的特征向量为初始状态, 则零

输入解分别为

X 1 ( t) =

1

0

1

õ e- t, X 2 ( t) =

　0

　1

- 1

õ e2t,

X 3 ( t) =

1

0

4

õ e2t

其中, X 2 ( t) 与X 3 ( t) 为重根时不同特征向量对应的

解。

检验: 可由X 2 ( t)计算得: X
·

2 ( t) =

　0

　2

- 2

·e2t,

A·X 2 ( t) =

　0

　2

- 2

·e2t, 满足状态方程。

同理: X
·

3 ( t) =

2

0

8

·e2t, A ·X 3 ( t) =

2

0

8

·e2t,

满足状态方程。

3. 5　r< n 的情形

已知

A =

- 1 1 0

- 4 3 0

1 0 2

特征根 Κ1= 2, Κ2= 1 为二重根, 对应的特征向量为:

Q 1 = [ 0, 0, 1 ]T ,Q 2 = [ - 1, - 2, 1 ]T

取X (0+ ) = Q i ( i= 1, 2)时, 有

X 1 ( t) =

0

0

1

õ e2t, X 2 ( t) =

- 1

- 2

　1

õ e t

检验: X
·

1 ( t) =

0

0

2

·e2t,A·X 1 ( t) =

0

0

2

·e2t;

X
·

2 ( t) =

- 1

- 2

　1

·e t, A ·X 2 ( t) =

- 1

- 2

　1

·e t; 均满足

状态方程, 故解答正确。

4　结　语

由 1. 3. 1～ 1. 3. 4 的 4 个证法及 3. 1～ 3. 5 的 5

个例子可以看出, 对于 n 阶线性齐次状态方程

dX ( t)
d t

= A·X ( t)来说, 当初始状态X (0+ )取为A 的

某个特征根 Κi 对应的特征向量Q i 时, 无论特征根 Κi

为何值, 均有X ( t) = Q i·eΚi t成立, 其中, t≥0+ ; i= 1,

2, ⋯, r; r 是A 的最大线性无关特征向量组的秩,

r≤n。以此为基础, 可以建立起一种适合于线性系统

状态方程零输入解的简便而有效的数值求解方法。
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A n exp lo ra t ion in to variou s p roofs of a theo rem abou t

characterist ic vecto rs and zero2inpu t respon ses

W ANG Zhao-q i, X IE Y uan -yuan
(S haanx i P oly techn ic Institu te, X iany ang , S haanx i 712000, Ch ina)

Abstract: Based on discu ssing the rela t ion sh ip betw een characterist ic vecto rs and zero2inpu t2respon s2
es, a theo rem is estab lished w h ich is app licab le fo r linear, t im e2invarian t and con t inuou s system s. In addi2
t ion, d ifferen t p roofs and severa l examp les are given to illu st ra te the theo rem.

Key words: linear and t im e2invarian t system ; characterist ic vecto r; zero2inpu t respon se
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U sing d irect search2sim u la ted annea ling a lgo rithm to

iden t ify param eters of a w ater qua lity m odel

SHEN W e i1, GUO Zong- lou1, ZHOU X in -chao2

(1 Colleg e of B iosy stem E ng ineering and F ood S ciences, Z hej iang U niversity , H ang z hou 310027, Ch ina;

2 H ang z hou W ater Comp any , H ang z hou , Z hej iang 310016, Ch ina)

Abstract: Param eter iden t if ica t ion is a key techn ique in the estab lishm en t of w ater quality model. A di2
rect search2sim u la ted annealing algo rithm (D SA ) fo r param eter iden t if ica t ion of a w ater quality model,

w h ich is m emo ry2based, is p ropo sed and has been app lied in the param eter iden t if ica t ion of O πconno r w ater

quality model. R esu lts of a case show an imp roved perfo rm ance in finding the global m in im um. D SA p ro2
vides a new w ay to iden t ify param eters of w ater quality model.

Key words: d irect search2sim u la ted annealing (D SA ) ; w ater quality model; param eter iden t if ica t ion
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