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　　[摘　要 ]　应用数值方法模拟了边梁的效应, 给出了一个边梁的弯曲刚度与扭转刚度的配置公式, 从而消除

了板的挠度、弯矩、剪力等随边梁刚度的增大而增大的不合理现象, 并对忽略边梁的抗扭能力所导致的误差进行了

定量研究。
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　　具有边梁加固的板是建筑工程中的一种基本构

件, 这种板的边缘与梁刚连, 可增加其承载能力。当

板弯曲变形时, 边梁也随之弯曲和扭转, 于是, 可借

助于梁的理论计算边梁的弯曲应变能和扭转应变

能, 并将其添加到系统的总势能中, 从而建立问题的

变分模型[1～ 3 ], 亦可将边梁因变形而产生的内力添

加到板的边界力平衡方程中, 从而获得边界条件[4 ]。

在已有的模型和计算实例中[1～ 7 ] , 通常将边梁

的抗弯、抗扭能力考虑为 2 个相互独立的因素, 或者

忽略抗扭能力以简化计算。这种处理方式与实际结

构可能不符, 因而难以呈现板与边梁相互作用的规

律。

本文基于弹性理论给出了一个弯、扭刚度的配

置公式, 从而消除了板的挠度、内力等随边梁扭转刚

度的增大而增大的不合理现象。这种配置公式对于

工程中常见的结构都是适用的。计算结果同时表明,

忽略边梁的抗扭能力将导致显著的误差。

1　计算模型

考虑图 1 所示矩形板, 板面承受均布荷载 q, 与

y 轴平行的两个板边取为简支边, 与 x 轴平行的两

个板边取为自由边, 并有边梁加固。该问题的弯曲微

分方程与边界条件为[2～ 4 ]:

　

D ∃ 2w = q, 0< x < a , - bö2< y < bö2;

w û x = 0, a= w x x û x = 0, a= 0;

[D (w y y + Λw x x ) º GJ w x x y ]û y = ±bö2= 0;

[D (w y y y + (2- Λ)w x x y ) º E Iw x x x x ]û y = ±bö2= 0。

(1)

式中, w 为板的挠度, D 为板的弯曲刚度, Λ为板的

Po isson 系数, E I 为边梁的弯曲刚度, GJ 为边梁的

扭转刚度。

图 1　具有边梁加固的矩形板

F ig. 1　P late w ith boundary beam s

采用 Fou rier 分析方法可获得问题 (1) 的L évy

型解答[5 ]:
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依据 (2)式可得板面中点的挠度、弯矩及简支边

中点的横向剪力的计算公式:
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2　数值模拟与分析

取 Λ= 0. 3; böa = 0. 5, 1, 2; E I öD a = 0, 0. 1,

0. 2, 0. 5, 1, 2, 5, + ∞; GJ öD a= 0, 0. 1, 0. 2, 0. 5, 1,

2, 5, 10, + ∞计算了 (3) 式中各量的值, 计算结果见

图 2 和图 3, 其中的无量纲量w ,M ,Q 的意义为

w =
D w (aö2, 0)

qa4 ,

M =
M x (aö2, 0)

qa2 ,

Q =
Q x (0, 0)

qa
。

(4)

　　计算结果表明: (1) 当 E I öD a> 0. 5 时,w ,M ,Q

随边梁扭转刚度的增大而减小; 当 E I öD a< 0. 2 时,

这些值随边梁扭转刚度的增大而增大。(2)挠度和内

力受边梁扭转刚度的影响十分明显, 尤其是当

E I öD a > 0. 5 时, 若忽略边梁的抗扭性能将产生显

著的误差。例如, 当 Λ = 0. 3, böa = E I öD a =

GJ öD a= 1时, 挠度、弯矩及剪力的相对误差依次为

9. 8% , 11% 及 8. 8%。

图 2　挠度曲线 (böa= 2)

F ig. 1　Curves of the deflect ions

图 3　剪力曲线 (böa= 1)

F ig. 3　Co rves of shearing fo rces

3　弯曲刚度与扭转刚度的配置公式及

计算结果

上述计算中, 挠度和内力随边梁扭转刚度的增

大而增大的不合理现象源于未考虑梁的弯曲刚度与

扭转刚度之间的关系。

依据弹性理论[1, 4, 7 ] , 梁的拉压模量 E 与剪切模

量 G 之间存在如下关系: G = E ö2 (1+ Μ) , 式中, Μ为

梁的 Po isson 系数。因此, 梁的弯曲刚度 E I 与扭转

刚度GJ 成正比。令

GJ = ΚE I , (5)

则比例常数

Κ=
1

2 (1 + Μ)
J
I
。 (6)

　　据截面惯性矩 I 与极惯性矩 J 的计算公式: I =

∫∫
A

y
2dA 及 J =∫∫

A
r

2dA , 可见, 有 J > I , 于是, 若取Μ=

0. 3, 则有 Κ> 0. 38。对几种常见截面, 计算显示

Κ= 0. 38～ 1. 15。例如, 对圆形和圆环形截面,

Κ= 0. 77; 对矩形和空腔矩形截面 Κ= 0. 48～ 1. 15。

取 Λ= 0. 3; böa = 0. 5, 1, 2; E I öD a = 0, 0. 1,

0. 2, 0. 5, 1, 2, 5, 10, + ∞; Κ= 0, 0. 2, 0. 4, 0. 6, 0. 8,

1. 0, 1. 2; GJ öD a 按 (5) 式取值, 计算 (3) 式中各量的

值, 结果显示挠度和内力均随边梁刚度的增大而减

小 (图 4) , 配置公式 (5)的使用收到了良好的效果。
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图 4　弯矩曲线 (böa= 1)

F ig. 4　Curves of mom ents

4　结　语

边梁的抗弯、抗扭性能应综合考虑, 而不应作为

相互独立的 2 个因素, 否则将会导致板的挠度、内力

等随边梁刚度的增大而增大的不合理现象。按 (5)式

配置边梁的弯曲刚度和扭转刚度, 可使这一现象得

以消除, 但该问题还有进一步研究的必要。边梁的弯

曲刚度和扭转刚度按一定方式配置, 也可消除因忽

略边梁的抗扭性能而产生的误差。
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N um erica l sim u la t ion of the respon ses of boundary beam s
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Abstract: T he respon ses of boundary beam s are sim u la ted num erica lly and the rela t ion sh ip betw een the

bending and to rsional rig id ity of the beam s is p resen ted. W ith the rela t ion sh ip , the irra t ional phenom ena

that the disp lacem en ts, mom en ts and shearing fo rces of the p la tes increase as the rig id ity of the beam in2
creases are avo ided. T he erro rs due to disregard ing the to rsional rig id ity of the beam s are analyzed as w ell.

Key words: p la tes; bending p rob lem ; respon ses of boundary beam s; num erica l sim u la t ion
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