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近亲交配下母子间基因型联合分布的信息熵性质
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　　[摘　要 ]　推导出在近亲交配下一对等位基因群体母子间的基因型联合概率分布列; 定义了在近亲交配下母

子间的基因型联合信息熵; 讨论了在世代交替中母子间的基因型联合信息熵的性质及其信息学解释; 并用计算机

模拟验证。

[关键词 ]　近亲交配;自交;随机交配;概率分布;基因型联合信息熵

[中图分类号 ]　S11+ 3　　　　[文献标识码 ]　A [文章编号 ]　167129387 (2003) 0320193205

　　在群体遗传学的研究中,近亲交配是非随机交

配中最重要的交配方式。近亲交配的 2个个体有着

共同的祖先,即基因同源。研究近亲交配的出发点

是:随着配子的随机结合,群体中纯合体基因型频率

逐代增加,杂合体基因型频率逐代减少;所有的基因

座位都同样受到影响。下面讨论从随机交配下一对

等位基因的平衡群体开始,在近亲交配的世代交替

中,母子间基因型联合分布的信息熵性质。

1　Shannon 信息熵的定义[ 1～ 6 ]

设一对等位基因位点基因库信源为:

(A , P ) : (A , a) = (p , q) (1)

若 (1)对应的群体为随机交配下的平衡群体,则基因

型 (正反交分开)信源为:

(G 0, P ) : (AA ,A a, aA , aa) = (p 2, p q, p q, q2)

(2)

其中 0≤p , q≤1, p + q= 1。若 (1)对应的群体为非平

衡群体,设基因型 (正反交分开)信源为:

(G 0, P ) : (AA ,A a, aA , aa) = (p 11, p 12, p 21, p 22)

(3)

其中 0≤p 11, p 12, p 21, p 22≤1, 且 p 11 + p 12 + p 21 + p 22

= 1。特别地,若 (1)对应的群体全部为纯合体,则基

因型 (正反交分开)信源为:

(G 1, P ) : (AA ,A a, aA , aa) = (p , 0, 0, q) (4)

根据 Shannon 信息熵的定义, (1)的基因库信息熵

为:

S (A ) = - p lnp - q lnq (5)

群体 (2)的基因型信息熵 (正反交分开)为:

S (G 0) = - p 2 lnp 2 - 2p q lnp q - q2 lnq2 (6)

群体 (3)的基因型 (正反交分开)信息熵为:

S (G ) = - p 11 lnp 11 - p 12 lnp 12 -

　p 21 lnp 21 - p 22 lnp 22 (7)

群体 (4)的基因型 (正反交分开)信息熵为:

S (G 1) = - p lnp - q lnq = S (A ) (8)

S (A )和 S (G 0)有如下关系:

S (G 0) = 2S (A ) (9)

2　近亲交配下母子间基因型联合分布
及其 Shannon 信息熵
若从随机交配下平衡的大孟德尔群体 (2)开始

施以近亲交配 (假设无突变、迁移和选择等因素的作

用) ,则在世代交替中群体的遗传结构可以看作是一

部分个体完全自交 (所占比例设为w ) ,另一部分个

体随机交配 (所占比例为 1- w )所构成。在世代交替

中,群体的基因库频率世代不变,群体的基因型频率

变化规律[7 ]如表 1所示。其中 h n= ∑
n

i= 0
ti, h n∈[ 1, 2) ,

tn= (w ö2) n , n= 0, 1, 2,⋯, n 为世代数。

表 1　近亲交配下各世代基因型变化规律

T able 1　V ariet ies of geno type frequency in inbreeding

基因型 Geno type AA A a aA aa

第 n 代频率 F requence p 2+ p q (hn- 1) p q (2- hn) p q (2- hn) q2+ p q (hn- 1)
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　　根据表 1可求得完全自交部分在世代交替中雌

性亲代和子代间 (简称母子间)的基因型联合概率分

布;随机交配部分在世代交替中,母子间的基因型联

合概率分布。再根据全概率公式,从随机交配下的平

衡群体 (2)开始施以近亲交配的群体,母子间的基因

型联合概率分布规律如表 2所示。

表 2　近亲交配过程中群体的母子间基因型联合概率分布列

T able 2　T he associa ted p robab ility distribu tion betw een a fem ale geno types and its descendan t geno types

第 n代
Fem ale

geno types
N o. n

群体第 n+ 1代
T he descendan t geno types of the fem ale paren t N o. n

AA A a aA aa

AA (p + w q) [p 2+ p q (hn- 1) ] (1- w ) q[p 2+ p q (hn- 1) ] 0 0

A a p q (2- hn) [2p + w (1- 2p ) ]ö4 p q (2- hn) [2q+ w (1- 2q) ]ö4 p q (2- hn) [2p + w (1- 2p ) ]ö4 p q (2- hn) [2q+ w (1- 2q) ]ö4

aA p q (2- hn) [2p + w (1- 2p ) ]ö4 p q (2- hn) [2q+ w (1- 2q) ]ö4 p q (2- hn) [2p + w (1- 2p ) ]ö4 p q (2- hn) [2q+ w (1- 2q) ]ö4

aa 0 0 (1- w ) p [q2+ p q (hn- 1) ] (q+ w p ) [q2+ p q (hn- 1) ]

　　若令G
(n)、G (n+ 1)分别表示第 n 代雌性亲本 (简

称母)和第 n+ 1子代 (简称子)的基因型信源,则由

(3)式、(7)式、表 1 及 Shannon 信息熵的定义,母子

各自的基因型信息熵[8 ]为:

S (G
(n) ) = - [p

2+ p q (h n- 1) ] ln [p
2+ p q (hn- 1) ]- 2p q (2- hn) ln [p q (2- h n) ]-

[q
2+ p q (hn- 1) ] ln [q

2+ p q (hn- 1) ] (10)

S (G
(n+ 1) ) = - [p

2+ p q (h n+ 1- 1) ] ln [p
2+ p q (h n+ 1- 1) ]- 2p q (2- h n+ 1) ln [p q (2- hn+ 1) ]-

[q
2+ p q (hn+ 1- 1) ] ln [q

2+ p q (h n+ 1- 1) ] (11)

　　再由表 2及 Shannon 信息熵的定义, G n、G n+ 1的 基因型联合信息熵为:

S (G
(n)

G
(n+ 1) ) = - (p + w q) [p

2+ p q (h n- 1) ] ln{ (p + w q) [p
2+ p q (h n- 1) ]}-

(1- w ) q [p
2+ p q (hn- 1) ] ln{ (1- w ) q [ (p

2+ p q (hn- 1) ]}-

4p q (2- h n) 2p + w (1- 2p )
4 ln [p q (2- hn) 2p + w (1- 2p )

4
]-

4p q (2- h n) 2q+ w (1- 2q)
4 ln [p q (2- hn) 2q+ w (1- 2q)

4
]-

(1- w ) p [q
2+ p q (hn- 1) ] ln{ (1- w ) p [q

2+ p q (h n- 1) ]}-

(q+ w p ) [q
2+ p q (hn- 1) ] ln{ (q+ w p ) [p

2+ p q (hn- 1) ]} (12)

上式整理为:

S (G
(n)

G
(n+ 1) ) = - [p

2+ p q (hn- 1) ] ln [p
2+ p q (h n- 1) ]- 2p q (2- hn) ln [p q (2- h n) ]- [q

2+ p q (hn- 1) ]·

ln [q
2+ p q (hn- 1) ]- { (p + w q) ln (p + w q) + (1- w ) q ln [ (1- w ) q ]}[p

2+ p q (hn- 1) ]-

[
2p + w (1- 2p )

4 ln
2p + w (1- 2p )

4
+

2q+ w (1- 2q)
4 ln

2q+ w (1- 2q)
4

]·4p q (2- h n) -

{ (1- w ) p ln [ (1- w ) p ]+ (q+ w p ) ln (q+ w p ) }[q
2+ p q (hn- 1) ] (13)

即

　　S (G
(n)

G
(n+ 1) ) = S (G

(n) ) - { (p + w q) ln (p + w q) + (1- w ) q ln [ (1- w ) q ]}·[p
2+ p q (h n- 1) ]-

[
2p + w (1- 2p )

4 ln
2p + w (1- 2p )

4
+

2q+ w (1- 2q)
4 ln

2q+ w (1- 2q)
4

]·4p q (2- hn) -

{ (1- w ) p ln [ (1- w ) p ]+ (q+ w p ) ln (q+ w p ) }[q
2+ p q (h n- 1) ] (14)

　　特别地,当w = 0 时为随机交配, h n = 1, n = 0,

1, 2,⋯,母子间基因型联合信息熵为

S (G
(n)

G
(n+ 1) ) = 3S (A ) + 2p q ln2 (15)

当w = 1时为完全自交, hn = 2- (1ö2) n , n= 0, 1, 2,

⋯,母子间基因型联合信息熵为:

S (G
(n)

G
(n+ 1) ) = S (G

(n) ) -
1
2 ln

1
2
·2·4p q ( 1

2
) n=

- [p
2+ p q (1- ( 1

2
) n) ] ln [p

2+ p q (1- ( 1
2

) n) ]- 2p q ( 1
2

) n ln [p q ( 1
2

) n ]-

[q
2+ p q (1- ( 1

2
) n) ] ln [q

2+ p q (1- ( 1
2

) n) ]+ 4p q ( 1
2

) n ln2 (16)
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3　近亲交配下母子间基因型联合分布
的 Shannon 信息熵性质
性质 1　从随机交配下的平衡群体 (2)开始施

以自交比例为w 的近亲交配,则在世代交替中, 母

子间的基因型联合信息熵逐代减少。

性质 2　从随机交配下的平衡群体 (2)开始施

以自交比例为w 的近亲交配,则在世代交替中, 母

子间的基因型联合信息熵有界。设m = lim
n→∞

S (G
(n)·

G
(n+ 1) ) = S (G

(∞)
G

(∞) ) ,M = S (G
(0)

G
(1) ) ,则

m ≤ S (G (n)
G

(n+ 1) ) ≤M。

m 的意义是:近亲交配的平衡状态下,母子间的基因

型联合信息熵。

性质 3　从随机交配下的平衡群体 (2)开始施

以自交比例为w 的近亲交配,则在世代交替中, 母

子间的基因型联合信息熵逐代减少的速率逐渐减

慢。当世代数 n 无限增大时,该速度趋向于零,群体

平衡。

由性质 3可知:从理论上讲,近亲交配的平衡过

程是一个无限过程。但是,由于 (w
2

) n 趋向于零的速

度很快,对于一定的精度来说, n 不需要很大就可以

平衡。

上面仅针对一个确定的群体且自交比例w 不

变的近亲交配而讨论, S (G
(n)

G
(n+ 1) )为一元函数。下

面讨论不同的群体间的关系,即在 p , q, w 不同的条

件下,从随机交配下的平衡群体开始施以近亲交配,

母子间的基因型联合信息熵的关系。为了需要,可以

把 S (G
(n)

G
(n+ 1) )看作是关于 p , q, w , n 的多元函数

或是其中一部分的函数。

首先考虑,基因库 (1)不变,而以不同比例w 从

随机交配下的平衡群体 (2)开始施以近亲交配,对于

固定的 n ,母子间的基因型联合信息熵S (G
(n)

G
(n+ 1) )

的变化规律。

性质 4　具有相同基因库 (1)的不同群体,从随

机交配下的平衡群体 (2)开始施以群体间自交比例

不同、群体内自交比例相同的近亲交配,则对于固定

的 n ,随着w 从 0到 1变化,对应的不同群体的母子

间的基因型联合信息熵 S (G
(n)

G
(n+ 1) )逐渐减小。

设第 n 代的近交系数为 F n ,则有 F n = hn - 1[7 ]。

根据W righ t 平衡定律, 从随机交配下的平衡群体

(2)开始施以近亲交配,群体平衡时的近交系数为:

F = lim
n→∞

hn - 1 =
w

2 - w
(反之,W =

2F
1 + F

)

群体基因型频率为:

(G F , P ) : (AA ,A a, aA , aa) = (p 2 + F p q,

(1 - F ) p q, (1 - F ) p q, q2 + F p q)

基因型信息熵为:

S (G F ) = - (p
2+ Fp q) ln (p

2+ Fp q) - 2 (1- F ) p q·

ln [ (1- F ) p q ]- (q
2+ Fp q) ln (q

2+ Fp q)

母子间的基因型联合信息熵为:

S (G
(∞)

G
(∞) ) = S (G F ) - [ (p +

2F
1+ F

q) ln (p +
2F

1+ F
q) +

1- F
1+ F

q ln (1- F
1+ F q) ] (p

2+ Fp q) }-

2p + 2F
4 (1+ F ) ln

2p + 2F
4 (1+ F )·4p q (1- F ) -

2q+ 2F
4 (1+ F ) ln

2q+ 2F
4 (1+ F )·4p q (1- F ) -

[
1- F
1+ F

p ln (1- F
1+ F

p ) + (q+
2F

1+ F
p ) ln (q+

2F
1+ F

p ) ] (q
2+ Fp q)

　　将上面公式中的 F 换为 F n ,则为世代交替中群

体的基因型频率、基因型信息熵和母子间的基因型

联合信息熵与近交系数F n 的关系式。鉴于 F n 和w ,

n , hn 之间的对应关系,有下面性质。

性质 5　具有相同基因库 (1)的群体,从随机交

配下的平衡群体 (2)开始施以自交比例为w 的近亲

交配,则随世代交替,近交系数 F n 逐代增加,母子间

的基因型联合信息熵 S (G
(n)

G
(n+ 1) )是关于 F n 的减

函数,逐代减小。F n 逐代增加和 S (G
(n)

G
(n+ 1) )逐代

减小的趋势越来越慢,直到平衡为止。

据以上性质可以证明性质 5,证略。

现在考虑, w 不变, p 从 0 到 1 变化时,母子间

基因型联合信息熵 S (G
(n)

G
(n+ 1) )的变化规律。

性质 6　具有不同基因库的不同群体, 若均以

相同的自交比例w ,从随机交配下的平衡群体开始

施以近亲交配,则对于固定的 n ,母子间的基因型联

合信息熵 S (G
(n)

G
(n+ 1) )有:当 p 从 0到 1ö2变化时,

S (G
(n)

G
(n+ 1) )逐渐增加; 当 p 从 1ö2 到 1 变化时,

S (G
(n)

G
(n+ 1) )逐渐减小; 在 p = 1ö2处, S (G

(n)
G

(n+ 1) )

最大。

进一步,还可以考虑 p , w , n 中有 2个或 3个变

化时,母子间的基因型联合信息熵的变化规律。当

然,这会比较麻烦。可以用计算机模拟或绘图的方式

形象地描述。
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性质 7　具有相同基因库 (1)的群体,从随机交

配下的平衡群体 (2)开始施以自交比例为w 的近亲

交配,则在世代交替中,母子间的基因型联合信息熵

S (G
(n)

G
(n+ 1) )满足:

0≤ S (A ) ≤ S (G (∞)
G

(∞) ) ≤ S (G (n)
G

(n+ 1) )

≤ 3S (A ) + 2p q ln2≤ 7
2

ln2

　　该性质可理解为:当 p = 0或 1时,基因固定,不

具有多样性,在各世代均有 S (G
(n)

G
(n+ 1) ) = 0,为最

小。固定基因库 (1) , 由小到大依次是: 完全自交

(w = 1)平衡状态下母子间的基因型联合信息熵

(S (A ) )、一般的近亲交配 (0< w < 1)平衡状态下母

子间的基因型联合信息熵 (S (G
(∞)

G
(∞) ) )、一般的近

亲交配 (0< w < 1)非平衡状态下母子间的基因型联

合信息熵 (S (G
(n)

G
(n+ 1) )、一般的随机交配 (w = 0)非

平衡状态下母子间的基因型联合信息熵 (3S (A ) +

2p q ln2)。最后,当 p = 1= 1ö2, w = 0时,随机交配平

衡状态下母子间的基因型联合信息熵 ( 7
2 ln2)最大。

以上讨论中,对一个确定的群体若施以近亲交

配时,都假定自交比例不变。这在现实中很难看到。

更一般地,对一个确定的群体,可以研究对群体各世

代施以自交比例不同的近亲交配,这只需把各世代

内的自交比例改为w n ,进行类似的研究。

综上所述,若群体无迁移、选择、突变等因素的

作用,从随机交配下的平衡状态开始施以近亲交配

的群体中,母子间的基因型联合信息熵是关于世代

数 n 的减函数,关于自交比例w (或近交系数)的减

函数, 关于基因频率 p 的在 ( 0, 1ö2) 内递增、在

(1ö2, 1)内递减的函数。

4　Shannon 信息熵性质的数字模拟
应用M atlab 软件,表 3 给出了在近亲交配下,

p 从 0. 1 到 0. 5, 以 0. 1 为步长, w 从 0 到 0. 8, 以

0. 2为步长, n 从 0到 4的母子间的基因型联合信息

熵的模拟数据。表 4给出了在完全自交下, p 从 0. 1

到 0. 5,以 0. 2为步长, n 从 0到 20的母子间的基因

型联合信息熵的模拟数据。

表 3　近亲交配群体母子分布基因型联合信息熵模拟

T able 3　T he im ita t ion of the associa ted geno type en tropy in inbreeding

p w

第 n代雌性亲本和第 n+ 1代后代的联合信息熵
T he associated geno type en tropy

0 1 2 3 4

0. 1

0 1. 100 0 1. 100 0 1. 100 0 1. 100 0 1. 100 0

0. 2 1. 091 5 1. 074 2 1. 072 1 1. 071 9 1. 071 9

0. 4 1. 068 8 1. 024 9 1. 013 2 1. 010 8 1. 010 3

0. 6 1. 032 9 0. 952 1 0. 918 5 0. 907 7 0. 904 4

0. 8 0. 981 5 0. 851 3 0. 776 2 0. 742 4 0. 728 1

0. 2

0 1. 723 0 1. 723 0 1. 723 0 1. 723 0 1. 723 0

0. 2 1. 713 5 1. 685 8 1. 682 5 1. 682 2 1. 682 2

0. 4 1. 685 7 1. 617 2 1. 599 5 1. 595 8 1. 595 1

0. 6 1. 638 6 1. 512 5 1. 460 6 1. 443 8 1. 438 6

0. 8 1. 567 2 1. 361 2 1. 242 1 1. 187 9 1. 165 0

0. 3

0 2. 123 7 2. 123 7 2. 123 7 2. 123 7 2. 123 7

0. 2 2. 113 8 2. 078 9 2. 074 9 2. 074 5 2. 074 4

0. 4 2. 084 0 1. 999 0 1. 977 5 1. 973 0 1. 972 1

0. 6 2. 031 7 1. 875 9 1. 812 4 1. 791 7 1. 785 4

0. 8 1. 950 3 1. 694 2 1. 546 8 1. 479 3 1. 450 7

0. 4

0 2. 351 7 2. 351 7 2. 351 7 2. 351 7 2. 351 7

0. 2 2. 341 7 2. 302 5 2. 298 0 2. 297 6 2. 297 5

0. 4 2. 310 9 2. 216 4 2. 192 7 2. 187 7 2. 186 7

0. 6 2. 256 4 2. 083 4 2. 013 3 1. 990 5 1. 983 5

0. 8 2. 170 1 1. 885 1 1. 721 5 1. 646 4 1. 614 6

0. 5

0 2. 426 0 2. 426 0 2. 426 0 2. 426 0 2. 426 0

0. 2 2. 415 9 2. 375 3 2. 370 7 2. 370 2 2. 370 1

0. 4 2. 384 9 2. 287 2 2. 262 7 2. 257 6 2. 256 6

0. 6 2. 329 6 2. 151 1 2. 078 8 2. 055 3 2. 048 1

0. 8 2. 242 0 1. 947 5 1. 778 6 1. 701 0 1. 668 2
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表 4　自交母子分布基因型联合信息熵模拟

T able 4　T he im ita t ion of the associa ted geno type en tropy in selfing

n p = 0. 1 p = 0. 3 p = 0. 5 n p = 0. 1 p = 0. 3 p = 0. 5

0 0. 899 7 1. 804 0 2. 079 4 11 0. 326 1 0. 613 1 0. 695 8

1 0. 697 3 1. 392 1 1. 602 1 12 0. 325 6 0. 612 0 0. 694 5

2 0. 564 0 1. 082 0 1. 243 2 13 0. 325 4 0. 611 5 0. 693 9

3 0. 451 9 0. 884 6 1. 013 6 14 0. 325 2 0. 611 2 0. 693 5

4 0. 396 5 0. 766 4 0. 875 5 15 0. 325 2 0. 611 0 0. 693 4

5 0. 364 7 0. 697 8 0. 795 3 16 0. 325 1 0. 611 0 0. 693 3

6 0. 346 9 0. 658 9 0. 749 7 17 0. 325 1 0. 610 9 0. 693 2

7 0. 337 0 0. 637 2 0. 724 1 18 0. 325 1 0. 610 9 0. 693 2

8 0. 331 5 0. 625 2 0. 710 0 19 0. 325 1 0. 610 9 0. 693 2

9 0. 328 5 0. 618 6 0. 702 2 20 0. 325 1 0. 610 9 0. 693 2

10 0. 326 9 0. 615 0 0. 698 0

　　由表 3,表 4 的数据可见: 随机交配时, 母子间

的基因型联合信息熵不变; 固定 p , w ,随世代交替,

母子间的基因型联合信息熵逐代减小,但减小的速

度越来越慢; 固定 p , n ,随w 的增加,母子间的基因

型联合信息熵逐代减小; 固定w , n ,随 p 从 0到 0. 5

增加, 母子间的基因型联合信息熵逐代增大,

p = 0. 5时最大; w 越小, 近亲交配趋于平衡的速度

越快; w 越大,近亲交配趋于平衡的速度越慢; 完全

自交时,母子间的基因型联合信息熵最小。
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T he character of en t ropy of the associa ted p robab ility d ist r ibu t ion betw een

a fem ale geno types and its descendan t geno types in inb reed ing
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Abstract: T h is paper deduces the associa ted p robab ility d ist ribu t ion of a pair a lleles popu la t ion

betw een a fem ale geno types and its descendan t geno types in inb reeding, defines the associa ted geno type

en tropy betw een a fem ale paren ta l geno types and its descendan t geno types in inb reeding, demon stra tes its

character and in terp reta t ion of info rm at ics in the genera t ion change, and tests them by im ita t ion of

compu ter.

Key words: inb reeding; self ing; random m ating; p robab ility d ist ribu t ion; geno type en tropy
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