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少数者博弈模型的最小二乘解法
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　　[摘　要 ]　研究了少数者博弈问题, 建立了少数博弈中决策人与其他决策人之间的收益博弈模型, 运用最小

二乘法对其求解, 进而确定了每个决策人将要进行的决策方案, 再根据收益博弈模型, 讨论并给出了决策人的最优

决策。
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　　生活在社会群体中的人们常常会遇到这样的问

题, 也就是有许多决策人同时面临两种选择, 如果决

策人的选择是较少人选择的, 就将获益; 否则肯定会

失利。在不考虑道德因素的前提下, 决策人如何决

策, 这就是少数者博弈问题[1 ] , 这一命题是 1997 年

由瑞士华人张翼成提出的, 现已有人用模仿效应对

其进行了研究[2 ] , 但迄今为止还没有运用最小二乘

法[3 ]解决此类问题的报道。本研究给出了一种运用

最小二乘法解决少数者博弈问题的新途径, 现报道

如下。

1　模型的建立与求解

现假设有A , B 两个备选方案, 其收益均为 S , n

个决策人自由选择A 和B 方案中的 1 个作为决策,

并与选择该种方案的决策人平均分得收益 S , 且已

知 n 个决策人的m 组历史决策数据 (m ≥n)。现在,

n 个决策人当中的第 n 个决策人想根据历史数据确

定自己的最佳决策方案, 以获得最大收益, 那么他应

当如何决策。

1. 1　收益博弈模型

首先建立第 n 个决策人与其他 n - 1 个决策人

的决策间的收益博弈模型, 确立第 n 个决策人与其

他决策人间的收益分布如表 1 所示。

表 1 中, 第 1 列表示第 n 个决策人的两套备选

方案A 和B。第 1 行表示其余 n- 1 个决策人可能的

决策情况, 即 ( i, j )表示其余 n- 1 个决策人中 i 个人

选择了A 方案, j 个人选择B 方案, 且 i+ j = n - 1。

表 1 还给出了 n 个决策人选择不同决策情况下第 n

个决策人的收益情况。其中,
S

i+ 1
表示在其他决策人

选择 ( i, j )决策时, 第 n 个决策人选择A 方案时所获

收益; 同样,
S

j + 1
表示在相同情况下, 第 n 个决策人

选择B 方案时所获收益。显然, 当 i> j 时,
S

i+ 1
<

S
j + 1

; 当 i< j 时,
S

i+ 1
>

S
j + 1

。

表 1　第 n 个决策人的收益分布

T able 1　T he p rofit distribu tion of the n th po licy m aker

第 n 个人的
决策方案

The schem es of
the n th po licy

m aker

其他决策人的方案
The schem es of the o ther po licy m akers

(0, n- 1) ⋯⋯ ( i, j ) ⋯⋯ (n- 1, 0)

A S ⋯⋯ S
i+ 1

⋯⋯ S
n

B
S
n

⋯⋯ S
j + 1

⋯⋯ S

　　从表 1 中可以看到, 第 n 个决策人只有 2 个备

选方案, 而其他 n - 1 个决策者共有 n 种决策情况,

第 n 个决策人共有 2n 种获益可能。而且从表 1 分析

可知, 当第 n 个决策人选择少数决策人选择的方案

时获益多, 故第 n 个决策人要想获得最大收益, 则必

须知道其他决策人的决策情况, 当其他决策人不改

变其决策规律时, 又如何预测其决策情况呢?下面参

照历史决策数据, 运用最小二乘法, 对其余决策人的

决策方案进行预测。

2. 2　最小二乘法求解

根据历史决策数据, 可以用最小二乘法得出每
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个决策人上一次决策情况与下一次决策方案间的线

性方程。由此方程, 可以用最近的决策情况预测出其

他决策人将要做出的决策。最后根据决策人的收益

博弈模型, 选出第 n 个决策人的最佳决策方案。

具体求解方法如下:

设第 i 个决策人的预期决策方程为:

a i1x 1, j - 1 + a i2x 2, j - 1 + ⋯ + a inx n, j - 1 = y ij (1)

其中, i= 1, 2, ⋯, n; j = 2, 3, ⋯, m。x i, j - 1代表第 i 个

人第 j - 1 次决策值, 若选择A 方案取值为 1, 选择

B 方案取值为- 1。a ik为第 k 个决策人对第 i 个决策

人的决策影响系数, k = 1, 2, ⋯, n。若ûa ik û较大, 说

明第 k 个决策人的决策对第 i 个决策人的决策影响

较大。y ij为第 i 个决策人第 j 次将要进行的决策值,

假定: 若 y ij≥0, 则选择A 方案, 否则选择B 方案。

根据历史决策数据可得如下方程组:

a i1x 11 + a i2x 21 + ⋯ + a inx n1 = y i2

a i1x 12 + a i2x 22 + ⋯ + a inx n2 = y i3

a i1x 1,m - 1 + a i2x 2,m - 1 + ⋯ + a inx n,m - 1 = y im

(2)

设 X =

x 11 x 21 ⋯ x n1

x 12 x 22 ⋯ x n2

� � �
x 1,m - 1 x 2,m - 1 ⋯ x n,m - 1

A i =

a i1

a i2

�
a in

　　Yi =

y i1

y i2

�
y in

则方程组 (2)可改写为:

XA i = Yi (3)

运用最小二乘法进行计算

X TXA i = X T Yi (4)

　　将数据代入方程 (4) 中, 可得出A i 的最小二乘

解, 将该值代入方程 (1) , 从而确定第 i 个人的预期

决策方程 (1)。再将最近一次的历史决策数据代入方

程 (1) , 就可得出第 i 个决策人将要进行的决策方案

值, 从而确定其决策方案。

按照以上方法, 同样可以确定其他决策人将要

进行的决策方案。最后, 将其余 n- 1 个决策人将要

进行的决策情况代入到收益博弈模型中, 从而就可

以确定第 n 个决策人的最佳决策方案。

当预测结果出现其他 n - 1 个决策人选择两种

方案的人数相等的情况时, 决策人将要进行决策的

收益虽已确定, 但可以考虑选择哪项方案会使下一

次决策情况出现较大的不均衡, 从而使决策人在下

一次决策时, 可以做出最优决策并获得更大收益, 这

也就是多算胜少算。

2　实例分析

若甲、乙、丙、丁、戊 5 个人分别对A 和B 2 种产

品进行投资。每人 1 次只能投资 1 种产品, 且每种产

品的总收益额固定, 投资人平均获得该种产品的收

益。5 个人的 8 次投资数据如表 2。现在丁想根据投

资数据确定自己的最佳投资方案, 以获得最大收益,

那么第 9 次他将如何投资呢?

表 2　甲、乙、丙、丁、戊 5 人的历史投资数据

T able 2　T he h isto ry data of invest

投资人
Investo r

次数 T im es

1 2 3 4 5 6 7 8

甲
T he first 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 1

乙
T he second

- 1 1 - 1 1 1 1 1 1

丙
T he th ird

1 - 1 1 - 1 1 - 1 - 1 1

丁
T he fourth

1 1 - 1 - 1 - 1 1 - 1 - 1

戊
T he fifth

- 1 - 1 1 1 1 - 1 1 1

　　注: 投资A 产品为 1, 投资B 产品为- 1。

N o te: Investm en t fo r p roduct A is 1, fo r p roduct B is - 1.

　　根据表 1 首先建立丁与其余 4 人之间的收益博

弈模型, 假设每种产品的收益值为 15。

从表 3 可以看出, 只有其余 4 个人选取 (2, 2)方

案时, 丁无论选择哪种产品获利均相等。在其他情况

下, 丁投资不同的产品, 就会获得不同的收益。如果

预测出其余 4 人的投资情况, 那么丁就可对获利益

多的产品进行投资。
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表 3　丁的收益分布分析

T able 3　T he p rofit distribu tion of the fourth investo r

丁的投资方案
T he investm en t

schem es of
the fourth investo r

甲、乙、丙、戊投资方案 T he investm en t schem es of the o ther investo rs

(4, 0) (3, 1) (2, 2) (1, 3) (0, 4)

A 3 3. 75 5 7. 5 15

B 15 7. 5 5 3. 75 3

　　下面对其余 4 人的投资方案进行预测。

先对甲的下一次投资方案进行预测。甲的投资

方案向量值为:

Y甲 = [ - 1, 1, - 1, - 1, - 1, - 1, 1 ]T

设甲与其余 4 人的投资影响系数为:

A 甲 = [a1, a2, a3, a4, a5 ]T

历史投资矩阵X 为:

X =

1 - 1 1 1 - 1

- 1 1 - 1 1 - 1

1 - 1 1 - 1 1

- 1 1 - 1 - 1 1

- 1 1 1 - 1 1

- 1 1 - 1 1 - 1

- 1 1 - 1 - 1 1

将 Y甲,A 甲, X 代入公式 (4)得

a1 = 0. 333; a2 = 0; a3 = - 0. 667; a4 = 0; a5 = 0

可得甲的预期投资方程为:

Y甲 = 0. 333x 甲 - 0. 667x 丙 (5)

同理, 可以得出乙、丙、戊 3 人的预期投资方程:

y 乙 = - 0. 333x 甲 + 0. 333x 丙 - 0. 333x 丁 (6)

y 丙 = 0. 333x 甲 - x 丙 - 0. 333x 丁 (7)

y 戊 = 0. 333x 甲 - x 丙 - 0. 333x 丁 (8)

　　将第 8 次投资情况的投资值 (1, 1, 1, - 1, 1) 代

入方程 (5)、(6)、(7)、(8) , 可以得到甲、乙、丙、戊 4

人的预测投资值, 当投资值大于等于 0 时, 选择A

产品, 否则投资B 产品。最终, 可以得到其余 4 人的

预测投资情况 (表 4)。
表 4　甲、乙、丙、戊投资预测情况

T able 4　 Investm ent p redict ion fo r the first,

second, th ird and fifth investo rs

投资人
Investo r

投资方案
Schem e

投资人
Investo r

投资方案
Schem e

甲 T he first B 丙 T he th ird B

乙 T he second A 戊 T he fifth B

　　由表 4 可知, 其余 4 人选择收益博弈模型中的

(1, 3)方案, 则知丁投资A 产品时获益更多。

如果出现表 5 的投资预测情况时, 无论丁投资

哪种产品, 获利结果均相同。看似选择哪种产品均

可, 但根据丁的投资方案对下一次的投资情况进行

预测, 结果列于表 6。从表 6 可以看出, 虽然此次投

资哪种产品均获利相同, 但当他投资A 产品时, 会

使下次的投资获得更多利益, 那么, 丁此次的最佳选

择应为A 产品。
表 5　投资预测情况

T able 5　 Investm ent p redict ion

投资人
Investo r

投资方案
Schem e

投资人
Investo r

投资方案
Schem e

甲 T he first B 丙 T he th ird B

乙 T he second A 戊 T he fifth B

表 6　丁下次投资的最大收益

T able 6　T he m axim al p rofit of the

fourth investo rπs nex t investm ent

丁本次投资产品
Investm en t p roducts

丁下次投资收益
P rofit

A 15

B 7. 5

　　利用方程 (5)、(6)、(7)、(8) 将历史数据进行还

原, 发现其正确率为 78. 6% , 由于此组数据的线性

关系并不十分显著, 从方程中得出的投资人之间的

影响系数存在为 0 的情况。若投资人间的相关性更

强一些, 方程会更加准确, 还原正确率也会更高。但

对于投资规律不明显, 且又是随机现象的投资群体,

正确率达到 78. 6% 已属不易。

4　结　论

对少数者博弈问题的现有研究中, 部分人认为

此问题没有普遍解。在利用模仿效应解决此类问题

时, 必须人为的给决策人指定一个或两个模仿对象,

其条件较为特殊。在本研究中, 决策人可根据所有决

策人的历史决策来做出自己的选择, 决策方法更具

一般性。

应当注意到, 应用最小二乘法确定每个决策人

的预期决策方程时, 当出现 a ik = 0, 表示第 k 个决策

人对第 i 个决策人的决策影响不大, 但这并不影响

预测的进行。考虑到少数者博弈过程中, 部分决策人

在不同时间会选择不同的决策方案, 为了使预测更

加准确, 预测过程中历史决策数据应选择近期的, 尽

量少用相隔时间长的数据。

本模型可适用于任何历史数据足够的不完全信
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息下少数者博弈问题的决策。
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L east square so lu t ion fo r M ino rity Gam e
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Abstract: T h is paper studies the p rob lem of M ino rity Gam e and finds a new so lu t ion abou t it. F irst, it
estab lishes a theo ry of gam e model abou t p rofit betw een po licy m akers. Second, it estab lishes every po licy
m akerπs decision equat ion w ith h isto ry data, and figu res ou t the equat ion by m ethod of least square. T hen it
confirm s every po licy m akerπs decision m ak ing. A t last it confirm s the po licy m akerπs best decision m ak ing
by theo ry of gam e model.

Key words:M ino rity Gam e; schem e of decision m ak ing; m ethod of least square

·简　讯·

2001 年《西北农林科技大学学报 (自然科学版)》总被引频次
在陕西省高校学报中名列第 3 名

据中国科学技术信息研究所编辑出版的《2002 年版中国科技期刊引证报告》, 2001 年在作为统计源期刊

入编该书的陕西省 19 家高校学报中, 本刊以总被引频次 299 次位列等 3 名, 在全国入编该书的 1 447 种科

技期刊中名列第 317 位。详见表 1。
表 1　陕西省高校学报 2001 年总被引频次和影响因子排名

名次 刊　名
总被引频次 影响因子

次数 在全国排名 因子 在全国排名
1 第四军医大学学报 1 615 16 0. 919 33
2 西安交通大学学报 427 189 0. 283 476
3 西北农林科技大学学报 (自然科学版) 299 317 0. 226 625
4 西安电子科技大学学报 222 453 0. 239 593
5 西安交通大学学报医学版 205 488 0. 111 1 059
6 西北大学学报 196 520 0. 171 808
7 陕西师范大学学报 184 550 0. 263 522
8 西北工业大学学报 117 766 0. 133 962
9 长安大学学报 (自然科学版) 78 976 0. 086 1 177

10 西安建筑科技大学学报 65 1 054 0. 116 1 041
11 西安石油学院学报 63 1 068 0. 100 1 110
12 西安工程学院学报 56 1 111 0. 087 1 171
13 西北轻工业学院学报 38 1 246 0. 047 1 340
14 西安理工大学学报 37 1 256 0. 096 1 125
15 陕西工学院学报 23 1 356 0. 068 1 255
16 西北纺织工学院学报 23 1 356 0. 031 1 400
17 西安工业学院学报 20 1 374 0. 048 1 338
18 西北建筑工程学院学报 16 1 398 0. 055 1 313
19 空军工程大学学报 15 1 404 0. 053 1 321

(温晓平　供稿)
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