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梯度神经网络的 H-稳定性
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　　[摘　要 ]　给出总体极小化问题的神经网络模型, 分析了网络的电路实现。证明了网络平稳点集合的全局 H 2
稳定性, 从而有效地解决了网络的可靠运行问题。
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　　自从Hopfield 提出神经网络算法以来[1 ] , 已有

大量研究文献考虑了优化问题的神经网络求

解[2～ 6 ], 方法是将网络平衡点集与某规划问题最优

解集对等, 通过对平衡点的稳定性分析来决定网络

是否能够稳定地收敛于某最优解。从现有结果看, 当

目标函数及其约束能够对应于某凸函数时, 用神经

网络方法就能很好地解决优化问题, 如线性规

划[2～ 4 ]、凸规划[5～ 6 ]等。冯芙叶[7 ]对凸函数的最优解

集与凸梯度网络的极限点集间的关系进行了研究。

当目标函数非凸时, 这方面研究甚少, 其难点在于网

络的稳定性分析还没有明确答案[8 ]。本研究通过对

无约束非凸规划问题的神经网络方法的稳定性分

析, 给出了网络模型与电路实现, 并证明了网络的

H 2稳定性。

1　网络与实现

1. 1　梯度网络

　　考虑R
n 上的总体极小化问题: m inf (x ) , x ∈R

n

的下列神经网络求解

dx
d t

= - ¨ f (x ) (1)

　　这里¨ f (x ) = (5 f
5x 1

, ⋯,
5 f
5 x n

)是 f 的梯度。问题

有解的一个充分条件由下面的引理 1 给出。

引理 1　在集M < R
n 上有定义的连续函数 f :

M →R 的一个水平集 S (f , Α) = {x û f (x )≤Α}非空有

界, 当且仅当 f 的最小值点集 S
3 非空且有界。

证明　设S (f , Α) , 显然S (f , Α)为闭集。由其有

界性知它是紧集; 又 f 在其上连续, 故必在 S (f , Α)

上有最小值 f (x
3 )存在。而此 f (x

3 )也是 f 在M 上

的最小值, 因为若 x ∈S (f , Α) , 则 f (x ) ≥f (x
3 ) ; 若

x ∈öS (f , Α) , 则 f (x ) > Α≥f (x
3 ) , 故 S

3 非空; S
3 有

界可由 S
3 < S (f , Α)以及 S (f , Α)的有界性得到。

反之, 若 S
3 非空有界, 取 x

3 ∈S
3 并令 Α=

f (x
3 ) , 则 S (f , Α) = {x û f (x ) ≤Α}= S

3 有界, 引理 1

证毕。

1. 2　块流程图

网络 (1)的电路块状流程图见图 1。

图 1　网络 1 的块流程

F ig. 1　B lock diagram of neural netw o rk 1

其中,∫为积分比例单元; ¨ F 为反馈网络单元。

网络的动力学行为由 (1)式描述。

2　稳定性分析

2. 1　L 2稳定性与H 2稳定性

　　一个一般的网络系统是指

d x
d t

= f (x ) (2)

其平衡点是指 f (x ) = 0 的点。由于后文的需要, 兹

将一些熟知的有关L yapunov 稳定性的基本概念罗
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列如下。

设 xθ 是 (2) 式的一个平衡点, 若对 xθ 的每个邻

域U , 有 xθ 的另一个邻域U 1, 使对每个以 x ∈U 1 为

初值的解 x ( t)对所有 t≥0 有定义, 且 x ( t) 在U 中,

则称 xθ 为稳定平衡点; 如果 xθ 稳定且 lim
t→∞

x ( t) = xθ,

则称 xθ 渐近稳定。

轨线 x ( t) 的 Ξ 极限集定义为 8 (x ) = {y û y =

lim
n→∞

x ( tn) , tn→+ ∞, n→∞}; Α极限集A 定义为

A (x ) = {y ûy = lim
n→∞

x ( tn) , tn→- ∞, n→∞}。

为了研究网络 (1) 的稳定性, 除L yapunov 稳定

性外, 还需引入网络 Hopfield 稳定的数学定义, 称

之为H 2稳定性。

定义 1　对 x ∈R
n , S < R

n , 令 Θ(x , S ) = inf{‖y

- x ‖: y ∈S }, 称集合 S 关于网络 (2) 是全局 H 2稳
定的: 若 Θ(x ( t) , S ) →0, t→∞, 这里 x ( t) 是网络 (2)

的任何以 x ∈W 为初值的解曲线; 更进一步, 若任意

从W 中出发的解 x ( t) , x (0) = x ∈W , 对所有 t≥0

有定义且吸引到 S , 即存在lim
t→∞

x ( t) = p ∈S , 则称网

络 (1)是全局强H 2稳定的。这里W 为 R
n 中的开区

域。

这里定义的H 2稳定性涵义与前面的L yapunov

稳定性涵义是完全不同的, 从数值计算的目的考虑,

用网络的动力学曲线逼近集合 S 仅要求网络全局

H 2稳定已经足够。强H 2稳定是指M 吸引全部轨线,

它显然蕴含了H 2稳定性, 其物理实质是: 对网络任

意一个输入, 都将产生一个明确的输出; 当然, 一个

集合若是全局L yapunov 渐近稳定的, 它也必是强

H 2稳定的。

2. 2　网络 (1)的全局H 2稳定性

考虑用网络 (1) 求解极小化问题时网络的稳定

性, 以 S
3 记问题的最优解集, 即 S

3 = {x
3 û f (x

3 ) ≤

f (x ) , x ∈R
n}; 并令M

3 = {x
3 û ¨ f (x

3 ) = 0}, 则有

下面的稳定性结果。

定理　设对每个 c∈R , 集合 f
- 1 (- ∞, c ]是紧

集, 则有

(a) f 的总体极小值点集 S
3 非空且 S

3 < M
3 。

(b) 式 (1)的每个解对所有 t≥0 有定义。

(c) 集M
3 是全局H 2稳定的; 更进一步, 若M

3

由孤立点组成, 则它是强H 2稳定的。

证明　 (a) 由引理 1 可得。

( b) 考虑 (1) 从紧集 K = f
- 1 (- ∞, c ]内出发

的 解 x ( t ) : x ( 0 ) ∈ K , ·
f û (1) =

d f (x ( t) )
d t

=

- ‖¨ f (x ( t) )‖2≤0, 由此知, f (x ( t) ) ≤f (x (0) )

≤c, 故 x ( t)∈K , t≥0, 即从 K 内出发的解恒停留于

紧集 K 内, 由微分方程解的延拓定理知 x ( t) 的存在

区间为[ 0, ∞)。取 c= (f (x ) ) 即知任何以 x 为初值

的解曲线对所有 t≥0 有定义, (b)证毕。

为了证明 (c) , 还需如下引理。

引理 2[9 ]　网络 (2) 的任何有界轨线 x ( t) 的 Ξ
( Α) 极限集 8 (x ) (A (x ) ) 是一非空、有界、不变的连

通闭集。

引理 3　若 y 是 (1) 式某轨线的 Ξ 极限点或 Α
极限点, 则有¨ f (y ) = 0。

证明　由于 f (x ( t) )是 t≥0 的单调不增连续函

数, 从而对任意的 y ∈8 (x )有

f (y ) = lim
n→∞

f (x ( tn) ) = inf f (x ( t) ) = Α0, 再由 8 (x )

的不变性知 y ( t)∈8 (x ) , 故有

f (y ( t) ) = Α0, 因此·
f (y ( t) ) û (1) = 0 = - ‖¨ f

(y )‖2, 引理 3 证毕。

下面考虑 (c)的证明。

由 x ( t)∈f
- 1 (- ∞, f (x ) ]知, x ( t)有界, 下证 Θ

(x ( t) , 8 )→0, t→∞。否则的话, 就有 tn→∞, n→∞

使 Θ(x ( tn) , 8 ) →0 不成立, 与 8 (x ) 的定义矛盾; 再

由引理 3 知 8 (x ) < M
3 , 故有 Θ(x ( t) ,M 3 ) →0, t→

∞, 由 x 的任意性即知,M 3 是全局H 2稳定的。如果

M
3 由孤立点组成, 则对任何 8 (x ) , 由引理 3 及引理

2 的连通性知它是由一点组成的, 从而 x ( tn) 的极限

点唯一, 即对所有 tn→∞有 lim
n→∞

x ( tn ) = p ∈8 (x ) 成

立, 故lim
t→∞

x ( t) = p。定理 (c)证毕。

推论 1　若 f (x ) 是凸函数, 则由网络 (1) 求解

极小化问题m in f (x ) , x ∈R
n 时, 网络是全局H 2稳

定的。

证明　由于对凸函数 f (x ) 有 S
3 = M

3 [8 ] , 由定

理立得 S
3 的全局H 2稳定性。

推论 2　若 f (x ) 的平稳点有限, 则网络 (1) 全

局强H 2稳定收敛到 f (x )的平稳点集。

3　结　论

从上面的稳定性定理及其推论不难发现, 利用

网络 (1) 求解最优化问题时, 网络可以全局H 2稳定

地收敛到目标函数的所有临界点集。特别是当网络

的平稳点集有限时, 它可以强H 2稳定地收敛到某个

平稳点。因此, 网络 (1)可以解决目标函数的平稳点

求解, 其收敛性是无可置疑的。
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O n the H 2Stab ility of the grad ien t neu ra l netw o rk s
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Abstract: N eu ra l netw o rk s fo r p rob lem s of the global op t im izat ion are p ropo sed in th is paper and the

global convergence of the equ ilib rium po in t set is a lso p roven. T he resu lts ob ta ined p resen t the reliab le

act ion fo r the neu ra l netw o rk s.
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Study on fo recast ing and con tro l th resho ld of D rosicha corp u len ta (Kuw ana)
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2 F orest Insect and D isease Q uaran tine S ta tion, H ux ian, S haanx i 710300, Ch ina)

Abstract: T h is paper deals w ith fo recast ing techn iques and con tro l th resho ld of D rosicha corp u len ta
(Kuw ana ) , and studies the app lica t ion s of d istance2period fo recast, dam age2grade fo recast and enem y
con tro l2capab ility fo recast in the scale. T he resu lts show that the regression model of average scale den sity
(x ) and average budding ra te (y 1 ) is y 1 = 95. 36- 39. 18x ; the model of average scale den sity (x ) and

average ra te (y 2) is y 2= 0. 08+ 21. 71x ; the model of average scale den sity (x ) and t im ber lo ss ra te (y 3) is

y 3= 0. 737+ 25. 46x. A t last,w e determ ine 0. 16 scale cm - 2 of the con tro l th resho ld, and pu t up the grading

standard IPM techn iques of the scale.

Key words: D rosicha corp u len ta (Kuw ana) ; fo recast ing; con tro l th resho ld
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