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一类多分子反应模型的定性探讨
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　　 [摘　要 ] 　研究了一类多分子反应模型的稳定性问题, 并指出在参数的不同范围内模型极限环的存在性。
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　　文献 [ 1 ] 提出了一类多分子反应模型:

dx
d t

= ∆ - ax - x p y q,

dy
d t

= x p y q - by。
(1)

　　文献 [ 2 ] 等许多文章研究了 a= 0, p 和 q 为不

等的正整数时 (1) 式的定性问题。本文探讨了 a≠

0, p = 1, q= 2时的 (1) 式。这类系统可写成:

dx
d t

= ∆ - ax - x y 2,

dy
d t

= x y 2 - by。
(2)

其中, ∆> 0, a> 0, b> 0。

对 (2) 式作变换:

x = b2∆- 1xθ, y = b- 1∆yθ, t = b2∆- 2 tγ。
则 (2) 式可化为 (仍以 x , y , t 记 xθ, yθ, tγ)

dx
d t

= 1 - ΑΒx - x y 2,

dy
d t

= Αy (x y - 1)。
(3)

其中, Α= b
3∆- 2> 0, Β= ab

- 1> 0。基于 (3) 式的实

际意义, 本研究均在区域G = { (x , y ) ûx ≥0, y

≥0} 内进行讨论。

(3) 式在 ΑΒ>
1
4
时, 有 1 个正奇点 ( 1

ΑΒ, 0) ; 在

ΑΒ=
1
4
时, 有 2 个正奇点 (4, 0) 和 (2, 1ö2) ; 在

ΑΒ<
1
4
时, 有 3 个正奇点, 记为A ( 1

ΑΒ, 0) , R (x 1,

y 1) , N (x 2, y 2) , 其中R , N 的坐标满足 xy = 1, y 1

=
1+ 1- 4ΑΒ

2
, y 2=

1- 1- 4ΑΒ
2

。以下就 ΑΒ<
1
4

进行讨论。
(3) 式的线性近似矩阵为

- ΑΒ - y 2 - 2x y

Αy 2 2Αx y - Α
。

在奇点A , R 和N 处的线性近似方程的特征方程分

别为
(Κ+ ΑΒ) (Κ+ Α) = 0, (4)

Κ2 + (ΑΒ + y 2
1 - Α) Κ+ Αy 2

1 - Α2Β = 0, (5)

Κ2 + (ΑΒ + y 2
2 - Α) Κ+ Αy 2

2 - Α2Β = 0。 (6)

由 (4) 式知, A 为稳定的结点; 由 (5) 式知, R 为

焦点或结点, 当 Α≤ 1
2
或 Β<

1
2
且 1

2
< Α< 1- Β, 即

在以 Β, Α为横纵坐标平面上, (Β, Α) ∈D 1 时, R

为稳定的焦点或结点, 当 Β<
1
2
且 1- Β< Α, 即 (Β,

Α) ∈D 2 时, R 为不稳定的焦点或结点 (图 1) ; 由
(6) 式知, N 为鞍点。

图 1　系统 (1) 奇点R 的稳定性区域

F ig. 1　Stab ilty region of R

1　极限环的不存在性

记 P (x , y ) = 1- ΑΒx - xy
2 , Q (x , y ) = Αy (xy -

1) , 则 (3) 式为dx
d t

= P (x , y ) ,
dy
d t

= Q (x , y )。

定理 1　当 Β≥1 时, (3) 式没有闭轨线。
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证明　由于 y = 0 是 (3) 式的解, x = 0 是 (3)

式的无切直线, 故 (3) 式若有闭轨线, 其必不与 x

= 0 和 y = 0 相交。作D u lac 函数B (x , y ) = y
- 2,

则有

div (B P ,B Q ) =
5

5 x
( 1
y 2 -

ΑΒx
y 2 - x ) +

5
5 y

(Αx -
Α
y

) = - y - 2 [y 2 + Α(Β - 1) ]。

上式在 Β- 1≥0, 即 Β≥1 时保持常号。定理得证。
引理　 (3) 式若有闭轨线, 其必与直线 x = 1ö

Α和 y = Α (1- Β) (0< Β< 1) 相交。
证明　由于 y = 0 是 (3) 式的解, x = 0 是 (3)

式的无切直线, 故 (3) 式若有闭轨线, 其必不与 x

= 0 和 y = 0 相交。作D u lac 函数B (x , y ) = x
- 1

y
- 2,

则有

div (B P ,B Q ) =
5

5 x
(x - 1y - 2 - ΑΒy - 2 - 1) +

5
5 y

(Α- Αx - 1y - 1) = - Αx - 2y - 2 ( 1
Α - x )。

故由D u lac 函数法知 (3) 式若有闭轨线, 其一定与
x = 1öΑ相交。

记 l (x ) = x -
1
Α, 则对 (3) 式,

d l
d t l= 0

= 1-

Β-
1
Αy

2, 故直线 x =
1
Α在直线 y = Α (1- Β) (0<

Β< 1) 的上方和下方分别是无切的, 而 (3) 式的闭

轨线必和 x =
1
Α相交, 所以 (3) 式的闭轨线必交于

x =
1
Α两点, 其中 1 点位于 y = Α (1- Β) 之上, 1

点位于 y = Α (1- Β) 之下, 从而知 (3) 式的闭轨

线必和直线y = Α (1- Β) 相交。

定理 2　设 Α0=
16 (1- Β) 3

(3- 4Β2) 2 , 则当 0< Β<
3

2
且 Α> Α0 时, (3) 式没有闭轨线。

证明　由引理知, (3) 式若有闭轨线, 其一定

和直线 x =
1
Α, y = Α (1- Β) (0< Β< 1) 相交。作

过上述两直线交点的曲线C: xy =
1- Β

Α (图 2) , 则

(3) 式若有闭轨线 # , # 必和曲线C 相交于A , B 两
点, 而方向场在A 和B 处分别指向区域D 1, D 2 内,
从而在弧A B 上至少有这样的一点, 使该点处 (3) 式
的方向场与曲线C 的切向相同。

为简单, 记W =
1- Β

Α , 则曲线C 为 xy = W ,

在弧A B 上, 方向场的方向为

dx
dy A B

=
1 - ΑΒx - x y 2

Αy (x y - 1) =
1 -

ΑΒW
y

- W y

Αy (W - 1) =

y - ΑΒW - W y 2

Αy 2 (W - 1) 。

曲线C 的切线方向为
dx
dy

= -
W
y 2。

比较这两个方向, 令
y - ΑΒW - W y 2

Αy 2 (W - 1) = -
W
y 2 ,

得方程
W y 2 - y + ΑW (Β + 1 - W ) = 0。 (7)

令 f (y ) = W y
2- y + ΑW (Β+ 1- W ) , 则 f ′(y ) =

2W y - 1, 令 f ′(y ) = 0, 则有 y =
1

2W
, 而当 y >

1
2W

时, f ′(y ) > 0, 当 0< y <
1

2W
时, f ′(y ) < 0, 故

y =
1

2W
是 f (y ) 的极小值点, 令 f ( 1

2W
) > 0, 即

W
4W 2 -

1
2W

+ ΑW (Β+ 1- W ) > 0, 解之得 0<

Β<
3

2
且 Α> Α0 =

16 (1- Β) 3

(3- 4Β2) 2 , 这说明当 0 <

Β<
3

2
且 Α> Α0 时, 对一切 y > 0 都有 f (y ) > 0,

即对一切y > 0, (7) 式无解, 所以当 0< Β<
3

2
且

Α> Α0 时, (3) 式无闭轨。

图 2　系统 (1) 闭轨线与曲线C 交点处方向场
F ig. 2　C lo sed o rb it and curve C in tersect

in A , B field of direct ion

2　极限环的存在性

定理 3　当 Β<
1
2
且在 Α< 1- Β充分小时, (3)

式在R 外围存在极限环。
证明　对 (3) 式作变换 (把坐标原点移到R

处) , 令
Ν= 1 - ΑΒx - y , Γ= Αx + y - Αx 1 - y 1,

则 (3) 式化为

dΝ
d t

= (- ΑΒ - y 2
1 + Α) Ν- (2y 2

1 - y 1) Γ

+
Ν2 + (1 + Β) ΝΓ+ ΒΓ2

1 - Β y 1 - Υ(Ν, Γ) ,

dΓ
d t

= ΑΝ。

(8)
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其中, Υ (Ν, Γ) = Α (ΒΝ+ Γ) [
Ν2+ (1+ Β) ΝΓ+ ΒΓ2

Α (1- Β) 2

-
(1+ Β) y 1- 1

ΑΒ (1- Β) Ν-
2y 1- 1

Α (1- Β) Γ]。

对 (8) 式令

Α= 1 - Β　 (Β <
1
2

) ,

即

- ΑΒ - y 2
1 + Α= 0,

则 (8) 式为

dΝ
d t

= Α(1 - 2Α) Γ+ (3 - Α-
1
Α) Ν2 + (3 - Α-

1
Α) Γ2 +

3Α3 - 9Α2 + 8Α- 2
Α(1 - Α) ΝΓ -

(1 - Α) (2 - Α) + 1
Α2 Ν2Γ -

(1 - Α) (2 - Α) + 1
Α2 ΝΓ2 -

1 - Α
Α2 Ν3 -

1 - Α
Α2 Γ3 ,

dΓ
d t

= ΑΝ。

(9)

　　对 (9) 式作变换 Ν= Νλ, Γ=
1

2Α- 1
Γλ, 则 (9) 式化为 (仍以 Ν, Γ记 Νλ, Γλ) :

dΝ
d t

= - Α 2Α- 1Γ+ (3 - Α-
1
Α) Ν2 +

3Α- Α2 - 1
Α(2Α- 1) Γ2 +

3Α3 - 9Α2 + 8Α- 2

Α(1 - Α) 2Α- 1
ΝΓ -

(1 - Α) (2 - Α) + 1

Α2 2Α- 1
Ν2Γ -

(1 - Α) (2 - Α) + 1
Α2 (2Α- 1) ΝΓ2 -

1 - Α
Α2 Ν3 -

1 - Α
Α2 (2Α- 1) 3

Γ3 ,

dΓ
d t

= Α 2Α- 1Ν。

(10)

对 (10) 式由文献 [ 3 ] 计算焦点量:

P 4 =
6Α4 - 20Α3 + 29Α2 - 18Α+ 4

8[Α(2Α- 1) ]2 > 0。

(1ö2 < Α< 1)

　　故由 (10) 式知 (8) 式的原点是不稳定的, 也

就是 (3) 式的奇点R 当 Β< 1ö2 且 Α= 1- Β时, 是

不稳定的焦点; 当 Β< 1ö2 且 Α< 1- Β时, R 为稳定

的焦点, 因此当 Β< 1ö2 且 Α< 1- Β充分小时, (3)

式在R 外存在不稳定极限环[4 ]。故定理得证。

本研究给出了参数Α, Β在部分区域上极限环的

存在性与不存在性, 而极限环存在是否惟一及在其

他区域极限环的存在性和惟一等问题还需要进一步

的讨论。
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O n qualita t ive ana lysis of a m u lt im o lecu les m odel

ZHANG Y uan -y ing
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: A m u lt imo lecu les model w as studied and the resu lt is tha t there does no t have a lim it cycle

if Β≥1 o r 0< Β< 3 ö2 and Α> 16 (1- Β) 3ö(3- 4Β2) 2, there has lim it cycle if Β< 1ö2 and Α< 1- Β is very

sm all.
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