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性连锁群体平衡的信息模型研究
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　　[摘　要 ]　以XY 型性染色体为模型,运用信息论方法研究了性连锁群体平衡的熵变规律。结果表明,在随机

交配下,性连锁平衡群体的熵最大;性连锁不平衡群体,其平衡过程是信息熵增大的过程,平衡时信息熵达到最大。
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　　位于性染色体上的基因被称为性连锁基因。在

性连锁群体中,雌性为同型配子XX,雄性为异型配

子XY (或XO )。用信息论方法研究群体平衡问题,

国内外学者[1～ 5 ]做了一些工作, 然而对性连锁群体

的信息分析尚未见报道。本研究将建立性连锁群体

的 Shannon 信息量模型,并进行讨论分析。

1　性连锁群体的平衡与信息熵

为方便讨论,视性连锁群体为雄性和雌性 2 个

群体 (信源)

G (♀) :
A A A a aA aa

p 11 p 12 p 13 p 14

和 G (♂) :
A a

p 15 p 16

(1)

其中,A a 与 aA 为正、反交。p 11+ p 12+ p 13+ p 14= 1,

p 15+ p 16= 1。雌、雄群体合在一起考虑,其基因信源

为

A (P) :
A a

p q
(2)

p =
1
3

(2p 11 + p 12 + p 15) ,

q =
1
3

(2p 14 + p 12 + p 13 + p 16) , p + q = 1 (3)

据 Shannon 信息熵的定义, G (♀) , G (♂)和A (P )

的信息熵分别为

S [G (♀) ]= - (p 11 lnp 11+ p 12 lnp 12+

p 13 lnp 13+ p 14 lnp 14 (4)

S [G (♂) ]= - (p 15 lnp 15+ p 16 lnp 16) (5)

S [A (P) ]= - (p lnp + q lnq) (6)

性质 1　当 [S [ G (♀) ] + S [ G (♂) ] ]m ax = 3 S [A

(P) ]时,性连锁群体 (1)达到平衡。即 p 11= p
2, p 12=

p 13= p q, p 14= q
2, p 15= p , p 16= q。

证明:据最大熵原理,性质 1的证明归结为如下

的条件极值问题

p 11+ p 12+ p 13+ p 14= 1 (7)

p 15+ p 16= 1 (8)

1
3

(2p 11+ p 12+ p 13+ p 15) = p (9)

1
3

(2p 14+ p 12+ p 13+ p 16) = q (10)

S [G (♀) ]+ S [G (♂) ]= m ax (11)

运用拉格朗日 (L agrange)乘数法,引入乘数 Κ0,

Κ1, Κ2 和 Κ3,构造目标函数

f (G) = S [ G♀) ]+ S [ G (♂) ]+ ( ln Κ0 + 1) (∑
4

j= 1
p 1j

- 1) + ( lnΚ1+ 1) (∑
6

j= 5
p 1j - 1) + lnΚ2 [

1
3

(2p 11+ p 12+

p 13+ p 15) - p ]+ lnΚ3 [
1
3

(2p 14+ p 12+ p 13+ p 16) - q ]

(12)

令 5f
5p 1j

= 0, j = 1, 2,⋯, 6

得 p 11 = Κ0Κ
2
3
2 , p 12 = Κ0Κ

1
3
2 Κ

1
3
3 , p 13 = Κ0Κ

1
3
2 Κ

1
3
3 ,

p 14 = Κ0Κ
2
3
3 , p 15 = Κ1Κ

1
3
2 , p 16 = Κ1Κ

1
3
3

代入约束条件,有 Κ2
1= Κ0,解之得

Κ
1
3
2 =

p

　Κ0

　　Κ
1
3
3 =

q

　Κ0

(13)

故 p 11= p
2, p 12= p 13= p q, p 14= q

2, p 15= p , p 16= q。显

然有
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S [G (♀) ]= - (p
2 lnp

2+ 2bq lnp q+ q
2 lnq

2) =

2S [A (P) ]

S [G (♂) ]= - (p lnp + q lnq) = S [A (P) ]

即　S [G (♀) ]+ S [G (♂) ]m ax= 3[A (P) ]

设群体 (1)平衡,则由性质 1, G (♀)和 G (♂)的

基因信源分别为

A (♀) :
A a

p q
和A (♂) :

A a

p q
(14)

即 S [A (♀) ] = S [A (♂) ] = S [A (P) ] (15)

性质 2　性连锁群体 (1)达到平衡的必要条件是: S

[A (♀) ]= S [A (♂) ] = S [A (P) ]。这样的群体如未

平衡,那么再进行一代随机交配,群体就平衡了。

2　平衡的建立及其熵变规律

设起始的连锁群体为 (0代)不平衡群体,即

G0 (♂) :
A a

pm qm

和 G0 (♀) :
A A A a aa

D H R

(16)

其中 pm + qm = 1,D + H + R = 1。它们的基因信源分

别为

A 0 (♂) :
A a

pm qm

和A 0 (♀) :
A a

p f qf

(17)

其中, p f = D +
H
2

, qf = R +
H
2

, p f + qf = 1, pm≠p f。

雌、雄群体的平均基因信源为

A 0 (P ) :
A a

p q
, p =

2
3

p f +
1
3

pm ,

q =
2
3

qf +
1
3

qm (18)

各基因信源的信息熵分别为

S [A 0 (®) ]= - (pm lnpm + qm lnqm ) (19)

S [A 0 (♀) ]= - (p f lnp f + qf lnqf ) (20)

S [A 0 (P) ]= - (p lnp + q lnq) (21)

群体 (16)经过一代随机交配,A (♀)配子 (X 染

色体携带)与 Y 染色体随机结合形成一代雄性群体

G1 (♂) ; A (♀)配子与雄性 X 染色体所携带的A

(♂)配子随机结合,形成了一代雌性群体 G1 (♀) ,

它们分别为

　G1 (♂) :
A a

p f qf

(22)

　G1 (♀) :
A A A a aA aa

pm p f qm p f pm qf qm qf

(23)

一代的基因信源分别为

　A 1 (®) :
A a

p f qf

(24)

　A 1 (♀) :

A a

pm + p f

2
qm + qf

2

(25)

　A 1 (P) :
A a

p q
(26)

它们的信息熵分别为

S [G1 (®) ]= - (p f lnp f + qf lnqf ) (27)

S [G1 (♀) ]= - (pm lnpm + qm lnqm + p f lnp f +

qf lnqf ) (28)

S [A 1 (®) ]= - (p f lnp f + qf lnqf ) (29)

S [A 1 (♀) ]= - (
pm + p f

2 ln
pm + p f

2
+

qm + qf

2 ln
qm + qf

2
) (30)

S [A 1 (P) ]= - (p lnp + q lnq) (31)

式 (27)～ (31)说明,性连锁群体 (16)经过一代

随机交配,有如下性质:

性质 3　经过一代随机交配, 性连锁群体的雄

性基因信源为上代雌性基因信源, 因而有 S [A 1

(♂) ]= S [A 0 (♀) ]。这个性质说明,平衡过程是下

代雄性基因信源及其信息量变为上代雌性基因信

源及其信息量的交递振荡过程,即 S [A i (♂) ]=

S [A i- 1 (♀) ], i= 1, 2,⋯⋯。

性质 4　S [ G1 (♀) ] = S [A 0 (♂) ] + S [A 0

(♀) ]。这个性质说明平衡过程是用上代雌、雄基因

信源信息量表达下代雌性群体信息量的过程, 即

S [G i (♀) ]= S [A i- 1 (♂) ]+ S [A i- 1 (♀) ], i= 1, 2,

⋯⋯。当 S [A (♂) ]= S [A (♀) ]= S [A 0 (P) ]时,再

经过一代随机交配就平衡了。

性质 5　群体中基因平均信源及其信息量不

变,即 S [A 1 (P) ]= S [A 0 (P) ]。这个性质说明,在随

机交配下,群体基因平均信源及其信息量逐代不变,

即 S [A i (P) ]= S [A 0 (P) ], i= 1, 2,⋯⋯。

性质 6　经过一代随机交配,雌性基因信源A ,

a 的频率为上代雌、雄基因信源同种基因频率的平

均值,即 p 1 (A ♀) =
p m + p f

2
, q1 (a♀) =

qm + qf

2
。

据性质 3 和性质 6,各随机交配代数的雌性群

体中基因A 的频率为:

p 0 (A ♀) = p f

p 1 (A ♀) =
pm

2
+

p f

2

p 2 (A ♀) =
1
4 pm +

3
4 p f

p 3 (A ♀) =
3
8 pm +

5
8 p f
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p 4 (A ♀) =
5

16p m +
11
16p f

⋯⋯

p n (A ♀) =
(2n

3
- (- 1) n 1

3
) p m

2n +

(2n+ 1

3
+ (- 1) n 1

3
) p f

2n

由此易得:

性质 7　性连锁不平衡群体, 逐代随机交配下

去,终将平衡,使 S [G (♂) ]+ S [G (♀) ]达到最大值

3S [A 0 (P) ],即

lim
n→∞

p n (A♀) =
2
3 p f +

1
3 pm = p (32)

lim
n→∞

qn (a♀) =
2
3 qf +

1
3 qm = q (33)

lim
n→∞

S (Gn (♀) ]= lim
n→∞

(S [A n- 1 (®) ]+

S (A n- 1 (♀) ]) = 2S [A 0 (P) ] (34)

lim
n→∞

(S [Gn (♀) ]+ S [Gn (®) ]) = lim
n→∞

(S [Gn (♀) +

S [A n- 1 (♀) ]) = 3S [A 0 (P) ] (35)

3　讨　论

由性连锁群体的平衡及其信息熵的分析可知,

平衡时信息熵最大,这在伴性遗传基因定位上很有

意义。另外,性连锁不平衡群体,在随机交配下,其平

衡过程就是信息熵增大的过程,即种内进化是熵增

大过程,也是生物保持其遗传多样性的过程。普里高

津[6 ]认为,理论物理的热力学第二定律说明自发过

程是向熵增大方向发展,而生物进化是向熵减小的

方向发展,因而他说:“生物学与理论物理学之间仍

然存在着巨大的鸿沟”。本研究认为物理学的自发过

程和生物进化过程都是向熵增大的方向发展。
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Study on info rm at ion m odel of sex2linked equ ilib rium popu la t ion

L IU J ian - jun , GUO M an -ca i, X IE X iao- l i, ZhANG Hong- l i, ZhOU J ing-yu,Y UAN Zh i-fa
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: Based on the model of XY type sex ch romo som e, the en tropy varia t ion regu larity of sex2
linked popu la t ion equ ilib rium w as studied by u sing the info rm at ion theo ry m ethod. T he resu lts show ed that

the en tropy of sex2linked equ ilib rium popu la t ion w as the m ax im um under the random m ating system. To

sex2linked disequ ilib rium popu la t ion from disequ ilib rium to equ ilib rium , the en tropy capacity w ou ld

increase gradually. W hen it reached the equ ilib rium sta te, the en tropy w ou ld go up to the m ax im um.

Key words: sex2linked gene; equ ilib rium popu la t ion; d isequ ilib rium popu la t ion; gam eta l; en tropy
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