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回归通用旋转设计的几个问题
Ξ

卢恩双, 宋世德, 郭满才
(西北农林科技大学 生命科学学院, 陕西 杨陵 712100)

　　[摘　要 ]　通过理论和实例着重论述了二次回归通用旋转设计中试验次数、设计的正交性、回归系数的计算

及回归系数间的相关性等, 说明了在应用通用旋转设计与二次正交设计上的不同, 并指出了在进行回归系数显著

性检验时需要注意的问题。
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　　二次回归通用旋转设计因其能使回归预测值 yδ

在以试验区域的中心为球心, 半径为 Θ的球内为一

常数, 即设计的一致精度和需要试验次数较少等优

点广泛应用于生产试验和科学试验中。但在不少应

用论文中往往对它的一些基本特点和计算不清楚,

易与二次回归正交设计和二次回归正交旋转设计混

淆, 出现计算和分析上的一些错误。现就二次回归通

用旋转设计中的一些问题进行探讨, 以期为其的正

确应用提供理论参考。

1　应用通用回归旋转设计的几个问题

1. 1　试验次数和臂

　　二次回归通用旋转设计与二次回归正交设计和

二次回归正交旋转设计一样都是组合设计。设计次

数 n 由 3 部分组成: 即 n= m c+ m r+ m 0。m c 是析因

试验次数, m r 是在星号臂上进行的试验次数,m 0 是

在试验区域的中心点进行的试验次数。在回归设计

中, 确定了自变量数和试验是全实施还是半实施等,

m c 和m r 就已经确定。当设计选为二次回归正交设

计时, m 0 可以自由选定, 当m 0 取定后 n 就确定了;

在这个设计中, 根据试验要满足正交性来计算星号

臂 r: r
2= 　(m c+ 2p + m 0)m c - m c

2
。但当设计选用正

交旋转和通用旋转设计时, r 根据设计的旋转要求

确定: r=
4

　m c。在这 2 个设计中, n 都是事先确定

的, m 0 不可以自由选定, 前者根据满足正交性条件

而定, 后者根据满足通用性条件而定, 这里计算公式

较繁, 不再给出, 但都有现成的表可查[1 ]。

1. 2　设计的正交性和回归系数计算及其显著性检验

在通用旋转设计中, 为达到精度的一致性是以

牺牲部分的正交性为代价的, 因此回归系数的计算

及其显著性检验以及分析变量的重要性等, 都与二

次回归正交设计和二次回归正交旋转设计不同, 应

特别注意。下面以 p = 2 为例, 比较回归正交旋转设

计与通用旋转设计的结构矩阵 (分别为X 1 和 X 2)。

设响应变量

y
δ = b0 + b1z 1 + b2z 2 + b12z 12 + b11z 2

1 + b22z 2
2

式中, b0, b1, ⋯, b22, 为回归系数, z 1, z 2 分别是自变量

x 1, x 2 的规范变量。

X 1=

z 0 z 1 z 2 z 1z 2 z ′
1 z ′

2

1 1 1 1 0. 5 0. 5

1 1 - 1 - 1 0. 5 0. 5

1 - 1 1 - 1 0. 5 0. 5

1 - 1 - 1 1 0. 5 0. 5

1 1. 414 0 0 1. 5 - 0. 5

1 - 1. 414 0 0 1. 5 - 0. 5

1 0 1. 414 0 - 0. 5 1. 5

1 0 - 1. 414 0 - 0. 5 1. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5

1 0 0 0 - 0. 5 - 0. 5
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X 2=

z 0 z 1 z 2 z 1z 2 z 2
1 z 2

2

1 1 1 1 1 1

1 1 - 1 - 1 1 1

1 - 1 - 1 - 1 1 1

1 - 1 1 1 1 1

1 1. 414 0 0 2 0

1 - 1. 414 0 0 2 0

1 0 1. 414 0 0 2

1 0 - 1. 414 0 0 2

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0
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　　两矩阵外右边 1 列皆为试验号。X 1 中 z
′
ij =

z
2
ij -

1
n
∑

n

i= 1
z

2
ij , i= 1, 2, ⋯, n; j = 1, 2, 是为了满足正

交性所进行的二次项的中心化处理, 这时 yδ= b0 +

b1z 1+ b2z 2+ b12z 1z 2+ b11z
′
1+ b22z

′
2。

设系数 (信息) 矩阵A = X
T
X , 由最小二乘法得

b= A
- 1

B , B = (B 0, B 1, B 2, B 12, B 11, B 22 ) T , B 0 =

∑
n

i= 1
y i, B j = ∑

n

i= 1
z ij y i, B k j = ∑

n

i= 1
z ik z ij y i, B j j = ∑

n

i= 1
z
′
ij y i

(对X 1)或B j j = ∑
n

i= 1
z

2
ijy i (对X 2)。称A

- 1为相关矩阵,

它正好是回归系数的相关阵。

A
- 1
1 = diag (1ö16, 1ö8, 1ö8, 1ö4, 1ö6, 1ö6)

A
- 1
2 =

1
5

0 0 0 -
1

10
-

1
10

0
1
8

0 0 0 0

0 0
1
8

0 0 0

0 0 0
1
4

0 0

-
1

16
0 0 0

23
160

3
160

-
1

16
0 0 0

3
160

23
160

由A - 1
1 明显可知, 所有回归系数间都是不相关

的, 即设计具有正交性。而A
- 1
2 不是对角阵, 显然 b0

与 b11和 b22间, b11和 b22间都具有相关性, 所以说, 通

用回归旋转设计牺牲了部分正交性来达到精度的一

致性。因此, 在分析通用回归旋转设计的试验结果

时, 不可直接由 bj j 的大小判断各二次项作用的大

小, 也不能如正交设计一样, 任意去掉某个二次项,

而不改变其余回归系数。也正由于此, 在正交旋转设

计中, 回归系数的计算与显著性的检验都很容易。如

回归系数的计算公式为 b0=
B 0

16
, bj =

B j

8
, bij =

B ij

4
,

bj j =
B j j

6
, j = 1, 2。而 在 通 用 旋 转 设 计 中: b0=

1
5 B 0 -

1
10

(B 11 + B 22) , bj =
1
8 B j , b12 =

1
4 B 12, b11 =

-
1

10B 0 +
23

160B 11 +
3

160B 22 = -
1

10B 0 +
20

160B 11 +

23- 3
160

(B 11+ B 22) , b22= -
1

10B 0+
3

160B 11+
23

160B 22=

-
1

10B 0+
20

160B 22+
23- 3

160
(B 11+ B 22)。

除了回归系数计算不一样以外, 回归方程及回

归系数的显著性检验也不同。在回归正交设计和正

交旋转设计中都是直接先求回归平方和, 然后求剩

余平方和 (Q 剩= S S T - U , S S T 为总平方和) , 而在通

用旋转设计中要先计算Q 剩= ∑
n

i= 1
y

2
i - b0B 0- ∑

p

j= 1
bjB j

- E∑
p - 1

k= 1
∑

p

j = k+ 1
bk jB k j - ∑

p

j= 1
bj jB j j , 然后再计算U = S S T

- Q 剩, 回归系数的显著性检验也不同, 这里不再一

一介绍。

2　实　例

以建立黄土高原春大豆综合农艺措施数学模型

为例, 采用 4 因子 (1ö2 实施) 二次回归通用旋转组

合设计, 对影响陕北黄土高原春大豆产量最主要的

种植密度 (x 1)、施氮量 (x 2)、施磷量 (x 3)、施有机肥

量 (x 4) 等 4 项农艺措施进行田间试验, 以期建立黄

土高原春大豆综合农艺措施的数学模型, 优选最佳

农艺措施组合方案, 为提高大豆产量提供科学依

据[3 ]。

2. 1　确定变量变化范围及编码

选 4 因子 (1ö2 实施) 二次回归通用旋转组合设

计。p = 4 时, r= 1. 682, n= 20,m 0= 4,m c= m r= 8。

因素水平编码如表 1。

2. 2　试验安排与试验结果记录

试验地设在陕西省榆林地区米脂县桥河岔乡远

老山村的旱梯田上, 土壤为黄绵土, 前茬谷子, 地力

均匀, 播前土壤 0～ 20 cm 土层的理化性质为:

pH 8. 1, 有机质 2. 45 gökg, 全氮 0. 25 gökg, 全磷

1. 23 gökg, 全 钾 13. 560 gökg, 碱 解 氮

31. 04 m gökg, 速 效 磷 7. 58 m gökg, 速 效 钾

109. 74 m gökg, 供试品种为黄豆 8415。1991205201
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播种, 小区面积为 13. 34 m 2, 锄地 4 次, 1991210210

收获, 单收单打, 风干称重, 大豆生育期降雨

390. 3 mm , 前期降雨偏多, 后期旱象严重, 生育期积

温为3 349 ℃, 试验安排及试验结果见参考文献

[ 3 ]。

表 1　因素水平编码表

T able 1　Codes of the facto r levels

z j
x 1ö

(株·hm - 2)
x 2ö

(kg·hm - 2)
x 3ö

(kg·hm - 2)
x 4ö

(kg·hm - 2)

上星号臂水平 (1. 682)
L evel of upper astrisk arm

135 000 150 150 15 000

上水平 (1) U pper level 120 000 120 120 12 000

零水平 (0) Zero level 97 500 75 75 7 500

下水平 (- 1) L ow er level 75 000 30 30 3 000

下星号臂水平 (- 1. 682)
L evel of low er astrisk arm ∃ j

60 000
22 500

0
45

0
45

0
4 500

2. 3　回归方程与拟合度及回归方程显著性检验

由计算回归系数公式可得回归方程:

yδ= 1 056. 902- 3. 097z 1+ 106. 190z 2+ 89. 665z 3+

7. 840z 4 + 15. 000z 1z 2 - 26. 250z 1z 3 + 26. 250z 1z 4 +

26. 250z 2z 3- 26. 250z 2z 4- 15. 000z 3z 4-

99. 645z
2
1+ 40. 875z

2
2+ 54. 120z

2
3+ 9. 060z

2
4

拟合度检验 FL f 不显著, 说明本试验无其他因

素的显著影响, 模型是适合的, 拟合不足被否定。回

归方程检验 F 在 0. 05 水平上显著, 说明试验所选

因子对黄土高原春大豆产量有显著影响。回归系数

t 检验结果表明, 除 b1, b4, b12, b34, b44项外, 都对大豆

产量有不同程度的影响, 其中施氮量 x 2 与施磷量 x 3

的一次项, 密度 x 1 的二次项都有显著的影响。为便

于对模型进行分析讨论, 不显著的各项没有去掉。特

别注意若要去掉 b44项, 会影响到 b11, b22, b33和 b0。因

为在通用旋转设计中, b0 与 bij及 bj j之间还存在着相

关性。

2. 4　对模型中几个问题的分析

2. 4. 1　主效应分析　各一次项回归系数 bj 之间,

各 bj 与交互项、平方项的回归系数间都是不相关

的, 因此, 可以由回归系数绝对值的大小来直接比较

各因素一次项对大豆产量的影响。这里 x 2> x 3> x 4

> x 1, x 2 和 x 3 影响较大, 且都是正效应。在通用旋转

设计中, 二次项回归系数间是相关的, 不能直接由它

们的绝对值大小来比较二次项作用的大小。

2. 4. 2　因素间的交互效应分析　因素间的交互效

应分析应在显著时进行或分析其中最大的, 为丰富

分析结果作参考, 本试验所建立模型中的 x 1x 3,

x 1x 4, x 2x 3, x 2x 4 的交互作用较 x 1x 2, x 3x 4 大, 但都在

0. 1 水平时不显著。根据 1988～ 1990 年的试验, 氮

肥和磷肥的交互作用最大, 因此, 这里仅分析氮磷的

交互作用。将密度和有机肥 2 因素都固定在零水平

上, 得如下方程:

yδz 2z 3= 1 056. 902+ 106. 190z 2+ 89. 665z 3+

26. 250z 2z 3+ 40. 875z
2
2+ 54. 120z

2
3

将 z 2, z 3 的各个水平的编码值代入此方程, 计

算各个 y
δ值, 结果如表 2 所示。

表 2　施氮和施磷肥对大豆产量的交互作用

T able 2　 In teraction of pho sphatic fert ilizer and n itrogenous fert ilizer on soybean yield

z 2

z 3

施 P 量
Pho sphatic fert ilizer

统计参数
Statist ic parem eter

- 1. 682 - 1 0 1 1. 682 xθ s CV ö%

N

- 1. 682 1 071. 090 1 003. 140 994. 530 1 094. 175 1 224. 210 1 077. 450 92. 550 8. 59

- 1 1 038. 630 982. 890 992. 190 1 109. 730 1 251. 975 1 075. 050 110. 850 10. 31

0 1 059. 780 1 021. 950 1 057. 500 1 201. 290 1 361. 430 1 140. 450 141. 450 12. 40

1 1 162. 695 1 142. 760 1 204. 560 1 374. 600 1 552. 650 1 287. 450 174. 150 13. 53

1. 682 1 279. 770 1 272. 045 1 351. 740 1 539. 690 1 729. 950 1 434. 600 197. 250 13. 75

xθ 1 122. 450 1 084. 500 1 120. 050 1 263. 900 1 424. 100

s 99. 900 121. 950 155. 550 190. 200 214. 200

CV ö% 8. 91 11. 24 13. 89 15. 05 15. 04

　　由表 2 可见, 当种植密度为97 500 株öhm 2、施 有机肥 7 500 kgöhm 2 (皆是 0 水平)、施氮肥和磷肥
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各为 150 kgöhm 2 (都是 1. 682 水平) 时, 大豆产量最

高, 达 1 729. 95 kgöhm 2。由表 2 还可以看出, 在施N

肥的后 4 个水平上, 施 P 肥在- 1 水平时, 无论是增

加还是减少, 都导致大豆产量的提高。在施 P 肥的

前 3 个水平上, 施N 肥在- 1 水平时, 无论再增加还

是减少, 都导致大豆产量的提高。在施 P 肥为 1 和

1. 682 水平时, 随着N 肥的增加, 产量都明显的增

加。当施N , P 肥皆为- 1 水平时, 大豆产量最低, 为

982. 89 kgöhm 2。

从表 2 可明显看出, 在施氮肥的不同水平下, 随

着磷肥的增加, 产量改变的变异度不同, 且随着磷肥

的增加而增加。在施磷肥的不同水平下, 产量改变的

变异度有同样的变化趋势。

根据多元函数极值理论可得, 当 z 1, z 4 固定在 0

水平时, 将 yδz 2z 3分别对 z 2 和 z 3 求偏导, 并令其为零,

可解得: z 2= - 1. 1 201 (相当于每 hm 2 施N 肥 26. 4

kg) , z 3= - 0. 556 8 (相当于每 hm 2 施 P 肥 50 kg) ,

此时的大豆产量为 973 kgöhm 2, 是极小值, 也是在

讨论的因子空间中的最小值。还可进行多种结果分

析, 如边际产量效应等, 这里就不再一一进行讨论

了。

2. 4. 3　用统计选优方法确定各因素水平的最优组

合　用统计选优方法, 每个因素取 5 个水平:

±1. 682, ±1 和 0。用计算机对 54 = 625 个方案寻

优, 可得大豆产量最高的农艺方案为 z 1 = - 1, z 2 =

z 3 = 1. 682, z 4 = - 1. 682, 相当于种植密度为 7 500

株öhm 2, 施N、P 肥各 150 kgöhm 2, 不施有机肥, 此

时产量为 1 876. 065 kgöhm 2。

分析可得, 大豆产量高于 1 500 kgöhm 2 的方案

共有 33 个, 占全部方案的 5% , 频数分析如表 3 所

示 (表 3 中第 9 行数据是把规范变量转换成自然变

量)。由表 3 可知, 当农艺措施中种植密度为 81 840

～ 94 890 株öhm 2, 施N、P 和有机肥依次为 137. 64

～ 147. 00, 148. 56～ 149. 16 和 3 769. 5～ 7 387. 5

kgöhm 2 时, 大 豆 产 量 有 95% 的 可 能 高 于

1 500 kgöhm 2。
表 3　yδ> 100 kg 的变量数值与频率

T able 3　V ariab le value and frequency under yδ> 100 kg

编码
Codes

z 1 (密度)频数
D ensity

frequency

z 2 (N 肥)频数
N itrogenous fertilizer

frequency

z 3 (P 肥)频数
Pho spho rescence

frequency

z 4 (有机肥)频数
O rgan ic fert ilizer

frequency

- 1. 682 5 0 0 10

- 1 10 0 0 8

0 13 0 0 7

1 5 9 6 4

1. 682 0 24 27 4

平均值 zλ
T he average num ber

- 0. 406 1. 496 1. 558 - 0. 427

S zλ 0. 148 0. 053 0. 046 0. 205

95% 的置信区间
T he confidence in terval

- 0. 696～ - 0. 116 - 1. 392～ 1. 600 - 1. 682 - 0. 829～ - 0. 025

农艺措施 (x j )
Cu ltivation m easure

81 840～ 94 890 137. 64～ 147. 00 148. 56～ 149. 16 3 769. 5～ 7 387. 5

4　讨　论

1) 选定通用旋转设计后, 试验次数 n 和星号臂

处试验点的指标是固定的。通常 n 和正交旋转设计

的 n 是不一样的。回归系数的计算、回归方程及回归

系数的显著性检验都与二次正交回归设计及二次正

交旋转设计不同。

2)由通用旋转设计的试验数据得到的回归方程

中, 常数项系数与二次项系数、二次项系数之间都具

有相关性, 切不可随意去掉不显著的二次项系数。

3)使用统计优选法是寻找最优组合的直观而实

用的方法, 方便于实施。

[参考文献 ]
[ 1 ]　徐中儒. 回归分析与试验设计[M ]. 北京: 中国农业出版社, 1998.

[ 2 ]　茆诗松, 丁　元, 周纪芗. 回归分析及其试验设计[M ]. 上海: 华东师范大学出版社, 1981.

[ 3 ]　林关石, 郭培才. 陕北黄土高原春大豆综合农艺措施模型研究[J ]. 大豆科学, 1993, (4) : 51- 56.

(下转第 120 页)

311第 5 期 卢恩双等: 回归通用旋转设计的几个问题



存所起的主导作用。利用这种方法, 可以探讨自然条

件下不同种群生存与死亡概率规律, 它对预测不同

种群在不同龄区的生存率与死亡率、科学编制种群

生命表、预报作物害虫的最佳防治时间、保护生态环

境等提供了科学依据。
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A discu ssion on the su rviva l and dea th regu la rit ies of the

popu la t ion and m elon bo rer popu la t ion

SH IM e i-y ing,L IU Guang-zu, ZHENG L i-fe i
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T he m athem atica l m ethods w ere u sed to m ake research in to the living popu la t ion s lifet im e

dist ribu t ion, popu la t ion lifet im e dist ribu t ion model and the in trin sic death invarian t of the popu la t ion w ere

ob served, and popu la t ion lifet im eπs m athem atica l expecta t ion and variance w ere induced. Experim en t data of

m elon bo rerπs popu la t ion w as u sed to fit the second and th ird genera t ion popu la t ion dist ribu t ion funct ion,

and test ing resu lt w as qu ite good.

Key words: popu la t ion; lifet im e dist ribu t ion; d ist ribu t ion funct ion; in t rin sic death invarian t;

m athem atica l expecta t ion

(上接第 113 页)

P rob lem s in second2o rder regression genera l ro ta t ion ana lysis

L U En - shuang, SONG Sh i-de, GUO M an -ca i
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T he experim en t num ber, the o rthogonality of experim en ta l design, the regression

coeff icien tπs calcu la t ion and its co rrela t ivity in second2o rder regression genera l ro ta t ional design w ere

discu ssed by theo ret ic research and examp le analysis, the differences betw een genera l ro ta t ion design and

second2o rder o rthogonal design w ere show ed, som e p rob lem s that shou ld be no t iced in regreesion

coeff icien t sign if icance tests w ere also po in ted ou t.

Key words: second2o rder regression genera l ro ta t ion design ing; o rthogonality; regression coeff icien t
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