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天然沉积砂卵石粒度分布的分形结构研究
Ξ

田堪良, 张慧莉, 张伯平, 扈胜霞
(西北农林科技大学 水利与建筑工程学院, 陕西 杨陵 712100)

　　[摘　要 ]　根据分形几何学理论, 研究了我国黄河及陕西省的黑河、石头河、冯家山古河道河床天然沉积砂卵

石的粒度成分特征, 发现在双对数坐标下粒度含量与粒径之间呈直线关系, 表明粒度分布具有分形结构。根据直线

的斜率, 可求得相应的分维 (D = 2. 55～ 2. 87) , 并讨论了分维与粗粒土级配的关系, 提出可以以分维代替不均匀系

数和曲率系数作为表征粗粒土级配的指标。
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　　土的力学性质在本质上是由内部结构决定的,

土体结构的复杂性、非线性使土体的力学行为表现

出不确定性和不规则性, 反映并确定土体结构的非

线性特征已成为突破连续介质力学模式、创立全新

思路的岩土力学理论与技术的关键。分形几何学

( fracta l geom etry) 理论主要描述自然界的不规则

性, 是研究非线性科学的重要组成部分, 自 70 年代

中后期诞生以来, 已在岩石力学的诸多方面取得了

重大进展[1 ]。在岩土力学方面, 细粒土粒度分布的分

形结构研究也取得了一定成果[2 ] , 而粗粒土粒度分

布的分形结构研究尚属空白。粗粒土的工程性质与

其粒度分布密切相关, 粒度组成往住决定了粗粒土

的渗透、变形、强度等物理力学特性, 因而常用级配

作为粗粒土工程分类的主要依据, 并用不均匀系数

(C u)、曲率系数 (C c)来表征级配特性。天然沉积土体

是一个具有不规则性、随机性的复杂系统, 粒度分布

实质上描述的是这一系统物质组成的空间结构 (即

分形结构)。本研究依据分形几何学理论, 探讨了天

然沉积河床砂卵石的粒度分布, 将分维 (D im en sion)

作为描述粗粒土粒度分布 (即级配) 的指标, 以期为

粗粒土的工程分类及粗粒土粒度组成与物理力学特

性关系的研究提供新思想和新方法。

1　分形理论与粒度分布的分维
分形几何主要研究一些具有自相似性的不规则

曲线和位线 (线形分形) , 以及具有自反演性的不规

则图形、具有自平方性的分形变换和具有自仿射的

分形集等等。自相似性指局部是整体成比例缩小的

性质, 定量描述这种自相似性的参数是分维。分形理

论认为维数的变化是连续的, 不必是整数而可以是

分数, 为表征自然界普遍存在的不规则性、复杂性提

供了科学方法[3 ]。

分维有许多不同的定义, 但通常人们所谈到的

分维是立足于自相似性的, 可以用下式表示:

D = -
lim

Ε→ 0
lnN Ε
lnΕ

或 N (Ε)∝ Ε- D (1)

式中, Ε为标度; N (Ε) 为在该标度下所得到的量度

值; D 为研究对象的分维。

式 (1)亦提供了测定分维的方法, 即只要测出一

系列的 Ε及相应的N (Ε) , 在双对数坐标下, N (Ε) 为

Ε直线部分的斜率, 也就是所研究对象的分维D。

设m (r) 为直径小于 r 的颗粒累积质量, m 为总

质量, 如果

m (r)

m
∝ rb (2)

则 rb- 1d r∝ r3 õ r- D - 1d r

所以分维 D = 3 - b (3)

　　因此, 只要在双对数坐标下,
m (r)

m
～ r 存在直线

段, 就表明土的粒度分布具有分形结构, 据其斜率

b, 由式 (3)就可求得粒度分布的分维。土工试验规程

中, 颗粒分析成果一般要求给出小于不同粒径的颗
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粒累积百分含量, 而
m (r)

m
实际就是直径小于 r 的颗

粒累积百分含量, 因而直接可由颗粒分析成果求得

相应的分维[2 ]。

2　河床沉积砂卵石粒度分布的分维

根据上述理论, 对黄河、黑河、石头河及冯家山

古河道河床沉积沙卵石 (共计 38 组数据) 的粒度分

布特征进行分析计算, 采用最小二乘法求得了它们

的分维值, 并计算了对应的相关系数, 结果见表 1,

2, 3, 4, 典型曲线见图 1, 2。

表 1　黄河河床沉积砂卵石粒度成分及分维

T able 1　T he granu larity distribu tion and dim ension of sadim entary sandy gravel on the Yellow riverbed

土样
编号

N um ber

小于某粒径颗粒含量ö%
Percen tage by w eigh t finer than

150 mm 100 mm 40 mm 20 mm 10 mm 5 mm 1 mm

b 值
b value

分维
(D = 3- b)
D im ension

相关系数
Co rrelation
coefficien t

1 71. 13 60. 29 44. 22 34. 39 27. 15 24. 82 11. 97 0. 34 2. 66 0. 996
2 95. 58 80. 01 66. 79 57. 65 52. 53 13. 80 0. 36 2. 64 0. 924
3 86. 71 66. 54 43. 77 35. 98 31. 35 27. 07 24. 75 0. 25 2. 75 0. 938
4 95. 95 80. 64 44. 63 32. 45 26. 66 23. 72 21. 18 0. 31 2. 69 0. 931
5 66. 93 48. 55 36. 83 30. 83 24. 64 20. 46 17. 56 0. 27 2. 73 0. 967
6 91. 55 71. 59 44. 36 33. 21 24. 54 18. 50 15. 49 0. 37 2. 63 0. 971
7 86. 16 72. 21 51. 26 37. 69 28. 41 23. 29 16. 58 0. 34 2. 66 0. 989
8 90. 36 52. 94 41. 66 38. 27 35. 53 31. 47 0. 24 2. 76 0. 916
9 82. 14 60. 04 35. 78 28. 84 24. 39 21. 28 19. 49 0. 28 2. 72 0. 924

10 98. 58 82. 78 55. 31 41. 38 34. 24 30. 50 27. 26 0. 27 2. 73 0. 945
11 90. 87 71. 30 41. 72 30. 39 24. 65 21. 09 18. 42 0. 31 2. 69 0. 941
12 98. 13 87. 98 63. 22 52. 12 47. 29 46. 00 44. 07 0. 17 2. 83 0. 912
13 62. 55 54. 49 36. 75 25. 79 19. 53 16. 40 14. 78 0. 31 2. 69 0. 957
14 76. 73 56. 45 32. 98 24. 92 20. 86 18. 09 16. 66 0. 31 2. 69 0. 925
15 81. 79 72. 44 48. 68 35. 59 25. 70 22. 49 18. 79 0. 32 2. 68 0. 967
16 72. 50 65. 19 53. 04 46. 13 40. 24 36. 70 31. 58 0. 17 2. 83 0. 982
17 97. 19 91. 74 76. 71 70. 44 66. 65 62. 24 50. 80 0. 13 2. 87 0. 993
18 91. 98 75. 68 48. 19 36. 39 28. 61 23. 01 19. 93 0. 32 2. 68 0. 964
19 89. 76 51. 41 37. 71 28. 72 21. 32 18. 12 0. 37 2. 63 0. 968
20 97. 73 84. 44 57. 44 43. 24 34. 62 29. 11 25. 09 0. 29 2. 71 0. 966
21 70. 19 57. 91 40. 49 30. 76 23. 43 20. 32 14. 61 0. 32 2. 68 0. 986
22 56. 48 47. 20 28. 50 21. 22 16. 43 13. 98 12. 22 0. 32 2. 68 0. 954
23 49. 67 45. 41 30. 18 22. 16 18. 68 16. 98 15. 22 0. 26 2. 74 0. 948
24 67. 63 59. 02 40. 52 32. 84 29. 58 27. 44 24. 96 0. 21 2. 79 0. 934
25 55. 98 48. 60 36. 08 31. 77 23. 78 19. 49 15. 42 0. 28 2. 72 0. 978
26 73. 64 67. 07 50. 34 37. 71 31. 24 24. 46 20. 69 0. 27 2. 73 0. 980

平均值A verage value 0. 28 2. 72 0. 956

　　注: 本资料为黄河上某堆石坝坝基检测结果。

N o te: the data is the test resu lt of dam foundation of a rockfill dam on Yellow R iver.

表 2　黑河河床沉积砂卵石粒度成分及分维

T able 2　T he granu larity distribu tion and dim ension of sadim entary sandy gravel on H eihe riverbed

小于某粒径颗粒含量ö%
Percen tage by w eigh t finer than

200 mm 100 mm 80 mm 40 mm 20 mm 10 mm 5 mm 1 mm

b 值
b value

分维
(D = 3- b)
D im ension

相关系数
Co rrelation
coefficien t

88. 1 70. 5 62. 9 43. 5 31. 4 23. 3 16. 9 9. 3 0. 45 2. 55 1. 00

表 3　石头河河河床沉积砂卵石粒度成分及分维Ξ

T able 3　T he granu larity distribu tion and dim ension of sadim entary sandy gravel on Stone riverbed

小于某粒径颗粒含量ö%
Percen tage by w eigh t finer than

150 mm 100 mm 40 mm 20 mm 10 mm 5 mm 1 mm

b 值
b value

分维
(D = 3- b)
D im ension

相关系数
Co rrelation
coefficien t

52. 5 42. 8 32. 0 26. 5 22. 0 18. 0 9. 5 0. 33 2. 67 0. 997
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表 4　冯家山古河道河床沉积砂卵石粒度成分及分维Ξ

T able 4　T he granu larity distribu tion and dim ension of sadim entary sandy gravel on Fengjiashan riverbed

土样
编号

N um ber

小于某粒径颗粒含量ö%
Percen tage by w eigh t finer than

150 mm 80 mm 40 mm 20 mm 5 mm 2. 5 mm 1. 2 mm

b 值
b value

分维
(D = 3- b)
D im ension

相关系数
Co rrelation
coefficien t

É 21 79. 79 54. 85 33. 51 29. 35 22. 63 0. 35 2. 65 0. 993

É 22 87. 07 83. 97 74. 66 65. 61 50. 75 45. 65 34. 87 0. 19 2. 81 0. 989

É 23 99. 24 95. 46 85. 17 61. 42 52. 79 37. 47 0. 23 2. 77 0. 997

É 24 95. 97 89. 99 78. 28 55. 49 47. 42 35. 18 0. 24 2. 76 0. 987

É 25 96. 83 87. 04 62. 09 53. 25 38. 84 0. 25 2. 75 0. 991

Ê 21 82. 22 64. 88 51. 46 35. 88 30. 48 23. 14 0. 29 2. 71 0. 998

Ê 22 95. 73 75. 47 32. 93 27. 83 21. 33 0. 45 2. 55 0. 992

Ê 23 94. 80 82. 62 57. 74 39. 76 35. 41 28. 39 0. 29 2. 71 0. 993

Ê 24 96. 27 85. 37 59. 13 40. 93 29. 26 26. 34 21. 27 0. 32 2. 68 0. 986

Ê 25 85. 57 63. 53 37. 24 32. 22 25. 38 23. 31 17. 62 0. 30 2. 70 0. 959

平均值 A verage value 0. 29 2. 71 0. 989

图 1　黄河沉积砂卵石粒度分布的典型曲线

F ig. 1　T he rep resen tat ive granu larity

distribu tion curve of sadim entary

sandy gravel on the Yellow riverbed

图 2　黑河沉积砂卵石粒度分布曲线

F ig. 2　T he granu larity distribu tion

curve of sadim entary sandy gravel

on H eihe riverbed

　　图 1, 2 结果表明, 相关系数接近于 1, 具有强相

关性, 黄河、黑河、石头河、冯家山古河道河床沉积砂

卵石粒度分布具有分形结构。黄河河床沉积砂卵石

粒度分布分维D = 2. 63～ 2. 87, 平均值为 2. 72; 黑

河为D = 2. 55; 石头河为D = 2. 67; 冯家山古河道为

D = 2. 55～ 2. 81, 平均值为 2. 71。

被研究的土体可看作一个开放的自组织系统,

所谓自组织是在没有外界特定的干预下, 系统自发

形成的空间的、时间的或功能的有序结构[3 ]。这样的

系统存在着对其演化起主导作用的自由度, 其大小

表征了系统的有序程度, 称为序参量。由于分维大小

与土体演化环境、力学性质密切相关, 因此可以把分

维作为描述该系统组织程度的一个参数——序参

量[2 ]。由于黄河、黑河、石头河及冯家山古河道河床

砂卵石产生、演化的条件相似, 都是经河流水力搬

运、沉积而形成的, 因而具有相近的分维数。

3　用分维表征粗粒土的级配

3. 1　表达公式的推导

　　粗粒土研究中, 常用不均匀系数C u , 曲率系数

C c 反映级配特性, 并作为进一步划分土类的依据,

对于具有分形结构的粗粒土, 可采用分维数D 取代

C u 和C c 反映级配情况。

推导如下:

不均匀系数: C u=
d 60

d 10
(4)

曲率系数: C c=
d 2

30

d 10×d 60
(5)

式中, d 10, d 30, d 60分别表示颗粒含量为 10% , 30% ,

60% 时的粒径[4 ]。

设粗粒土粒度分布曲线如图 3 所示。

斜率为 b (b> 0) , 分维为D , b= 3- D

则　b=
lg60- lg10
lgd 60- lgd 10
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　　b·lg=
d 60

d 10
= lg6　

d 60

d 10
= 6

1
b

即　C u= 6
1
b = 6

1
3- D (6)

图 3　粗粒土的粒度分布曲线

F ig. 3　T he granu larity distribu tion

curve of Coarse grained so il

同理　
d 30

d 10
= 3

1
b 　　

d 30

d 60
=

1
2

1
b

C c=
d 2

30

d 10×d 60
= 3

1
b × 1

2

1
b

=
3
2

1
b

C c= 1. 5
1

3- D (7)

　　土工试验规程中规定: 当粗粒土的级配同时满

足: C u≥5, C c= 1～ 3 时称为良好级配[5 ]。

当C u≥5 时, 由式 (6)得,D ≥1. 887;

当C c= 1～ 3 时, 由式 (7)得,D ≤2. 631。

所以, 当粗粒土的粒度分布的分维数满足D =

1. 887～ 2. 631 时, 其级配称为良好级配, 故只需计

算出分维值, 就可判定级配良好与否。

分维D 可反映粒度分布曲线的坡度, 表明土粒

大小的不均匀程度。D 值愈大, 表明粒度分布曲线

的坡度愈缓, 土粒大小愈不均匀; 反之,D 值愈小, 表

明曲线愈陡, 土粒大小均匀。可按工程经验把D ≤

1. 887 (C u≤5) 的土称为匀粒土, 而把D > 1. 887 (C u

> 5) 的土称为非匀粒土, 分维D 越大 (D < 3) , 不均

匀系数越大, 曲率系数越大。

3. 2　应用实例

黄河及陕西省黑河天然沉积砂卵石代表性级配

曲线分别如图 4、图 5 所示。

图 4　黄河天然沉积砂卵石级配曲线

F ig. 4　T he gradation curve of sadim entary sandy gravel on the Yellow riverbed

图 5　黑河天然沉积砂卵石级配曲线

F ig. 5　T he gradation curve of sadim entary sandy gravel on H eihe riverbed

　　从图 4, 5 中可以查得 d 10分别为 0. 32, 1. 4 mm ,

d 30分别为 16, 16 mm , d 60分别为 190, 74 mm , 由公

式 (4) 计算出 C u 的值分别为 593. 8, 52. 8, 由公式
(5)计算出C c 的值分别为 4. 21 和 2. 47。黄河及黑河
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天然沉积砂卵石粒度分布的分维D 分别为 2. 72 和

2. 55, 由公式 (6) 计算出 C u 的值分别为 601. 3 和

53. 6, 由公式 (7)分别计算出 C c 的值分别为 4. 25 和

2. 46。两者计算所得结果非常接近, 表明用分维表征

粗粒土的级配是可行的。

4　结　论

1) 河床天然沉积的砂卵石, 其粒度分布是一个

分形结构, 分维是表征这种结构特征的参数。

2) 黄河、黑河、石头河、冯家山古河道河床天然

沉积砂卵石的粒度分布的分维D = 2. 55～ 2. 87, 平

均值为 2. 71。

3)分维可作为一个单一指标反映粗粒土的级配

特征, 分维D 越大, 则不均匀系数 C u、曲率系数 C c

越大; 当粗粒土的分维D = 1. 887～ 2. 631 时, 称其

级配为良好级配。
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F ract iona l st ructu re of granu la rity d ist r ibu t ion of

na tu ra l sed im en tary sandy gravel

TIAN Kan - l iang, ZHANG Hui- l i, ZHANG Bo-p ing, HU Sheng-x ia
(Colleg e of W ater R esou rces and A rch itectu ra l E ng ineering ,N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T he granu larity characterist ics of natu ra l sad im en tary sandy gravel cobb le under Yellow

river, H eihe R iver, Stone R iver and Fengjiashan A ncien t R iver in Shaanx i P rovince are studied acco rd ing to

the fract ional geom etry. It is found that there is a linear rela t ion sh ip betw een the accum u lat ive granu larity

con ten t and the gra in size in log2log p lo t, and its lope can be u sed to calcu la te the rela t ive fract ional

d im en sion D. R esu lts show that the D of natu ra l sed im en tary sandy gravel under river changes from 2. 55

to 2. 87. Co rrela t ion s betw een fract ional d im en sion and gradat ion of coarse gra ined so il are d iscu ssed. It is

conclued that the fract ional d im en sion can be u sed as one index in stead of bo th un ifo rm ity coeff icien t (C u)

and coeff icien t of cu rra tu re (C c) to describe the gradat ion of coarse gra ined so il.

Key words: sandy gravel; fract ional st ructu re; d im en sion; gradat ion of coarse gra ined so il
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