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一类非自治的L og ist ic生长曲线及其应用
Ξ
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　　[摘　要 ]　通过对决定单种群或有机体相对生长速率的机理进行研究,引入了一类非自治的 L ogist ic生长方

程,对其解的性质进行了系统研究。结果表明,该模型不仅可以拟合受密度与时间两个因素限制的生长过程,而且

具有可塑性。
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　　生物的生长发育分为细胞、器官、个体与群体等

不同层次,在某一特定层次上,基于某一机理 (如以

营养动力学为基础等[1～ 3 ])或在其生长发育的特定

阶段,其生长发育过程往往是一条S型曲线,随生物

物种、遗传及生态环境的不同,这一曲线呈现出不同

的形式。对生物生长发育过程的数量化描述较为知

名 的 有 M itscherlich, B rody, Berta lanffy, Gom 2
pertz,L ogist ic,崔2L aw son 等模型[4～ 9 ]。这些模型所

表示的方程都具有固定的拐点,因而都只能准确描

述一种特定形状的 S型曲线。由于生物的生长发育

是一个极其复杂的过程,往往受多个机理的影响,也

就是说,是多种机理调控的共同结果[10～ 12 ],因此,前

述的基本模型受其他机理的调控所形成的模型更适

合于实际情形。笔者拟对L ogist ic生长曲线受时间

控制的方程进行研究,以推广L ogist ic 生长曲线的

适用范围,提高方程的可塑性,使拟合模型从机理上

对生物的生长发育过程进行解释。

1　非自治L ogist ic的生长曲线的提出

L ogist ic 生长曲线是 1938 年由比利时 V er2
hu lst提出来的。在简单生死过程中,生物繁殖或死

亡的概率保持不变,并与该种群的大小无关。但是,

这只有在种群相当小,以致它的成员间无干扰的情

况下才可能是真实的。在有限的环境里,任何种群的

增长终究要受到环境及资源的限制,因此,当种群对

资源的要求受到限制时,种群只能达到他的“饱和水

平”,其数值决定于环境的“负担能力”。对于个体、组

织或器官而言,到一定时期由于生理的反馈作用,亦

使其生长速度受阻而趋于上限。

设生长上限为B ,则

1
x

dx
d t

= R
B - x

B
(R > 0,B > 0) (1)

或 dx
d t

= R x
B - x

B
(R > 0,B > 0) (2)

所决定的生长称为L ogist ic生长方程。其机理为:相

对生长速率与剩余资源成正比,与饱和容纳量成反

比,或解释成增长速度与剩余资源和现有种群密度

成正比, 与饱和容纳量成反比。其满足初值条件

x û t= t0= x 0的解为:

x =
B

1 + (B
x 0

- 1) e- R ( t- t0)
(3)

　　方程 (1)或 (2)均仅以现有种群密度 x 为限制

因素,与时间 t无显著关系,称为自治的。实际上,生

物体在各个层次上的生长发育过程都往往受多个机

理的共同调控,表现在描述其数量变化规律的方程

上,其相对生长速率常常与时间 t有显著关系。

设L ogist ic 生长曲线受时间因素 t 的调控, 其

生长方程变为:

x ( t) =
B

1 + (B
x 0

) e- R ( t- t0)
f ( t) (4)

其中 f ( t)为时间 t 的函数, 方程 (4)称为非自治的

L ogist ic生长曲线。

2　两类L ogist ic生长曲线的关系

为 了 以 下 运 算 方 便, 设 L ( t ) =
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B

1+ (B
x 0

- 1) e- R ( t- t0)
,则 (4)式表示为:

x ( t) = L ( t) f ( t) (5)

L ( t)表示由第一种机理所决定的L ogist ic 生长曲

线。由 (5)得

1
x

dx
d t

=
L ′( t)
L ( t)

+
f ′( t)
f ( t)

(6)

由此得两类生长曲线的关系如下:

1)非自治方程 (4) 的相对生长速率为其对应的

自治方程 (3)的相对生长速率与时间调控项 f ( t)的

相对变化率的和。

显然,
f ′( t)
f ( t)
的绝对值越大, 非自治方程与自治

方程的差异越大。

2)由于时间调控项的影响所引起的生长量的改

变量为:

∃x = L ( t) - x ( t) = L ( t) -

L ( t) f ( t) = L ( t) (1 - f ( t) ) (7)

　　由上式看到, f ( t)越大的时刻, (4)与 (3)的差值

越大。显然,若 f ( t) = 1,则 x ( t) = L ( t)。若以L ( t)

为准, ∃x 反映了在时刻 t时的时间控制效应。有了

曲线 x = L ( t) f ( t) ,可进一步分析拐点及速率变化

等。这里,拐点满足方程L ( t) f ″( t) + L ″( t) f ( t) +

2L ′( t) f ′( t) = 0。

3　实例[ 12 ]

大豆干物质重量变化资料列于表 1, 试拟合出

大豆干物质重量变化曲线方程。
表 1　大豆干物质重量变化资料

T able 1　Changes of the soybean dry substance w eigh t w ith tim es

时间 töd
T im e 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

干物重 x ög
D ry sub2

stance
w eigh t

1. 9 6. 3 18. 0 31. 4 85. 8 276. 0 353. 3 534. 3 617. 1 654. 9 620. 6 554. 4 495. 0 382. 5

　　从表 1 可大致看出, 在大豆干物质重量 (x )变

化初期,其数量关系与L ogist ic生长曲线相似,但随

着时间 ( t)的变化,达到最大值后而下降。采用L o2
gist ic 生长曲线及非自治的L ogist ic 生长曲线分别

进行拟合,结果为

L ( t) =
554. 793 4

1+ 1 062. 562 5e- 0. 134 301 3t (8)

x ( t) =
3 102. 005 2

(1+ 427. 773 2e- 0. 086 888t) e0. 015 523 t (9)

决定系数R
2 分别为: 0. 930 28, 0. 991 55。用方

程L ( t)及 x ( t)分别进行预测,发现 x ( t)的偏差明显

小于L ( t) ,这一点在生长的后期尤其突出。

4　讨　论

受时间调控的L ogist ic生长曲线,因 f ( t)不同

而扩展了L ogist ic生长曲线,时间控制项 f ( t)可以

是各种形式,由生长的具体情况而定。由式 (7) 知,

当 f ( t) > 1 时, ∃x < 0,说明 x ( t)比L ( t)生长速度

快; 若 f ( t) < 1, ∃x < 0,说明 x ( t)比L ( t)生长速度

慢。另外,随着 f ( t)的变化, x ( t)的拐点位置、数目较

L ( t)而言亦有变化。这些分析会进一步丰富生长曲

线的分析内容。对其他类型的常用生长函数,亦可进

行类似的研究。
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A k ind of nonau tonom ou s L ogist ic g row th cu rve and its app lica t ion

L U En - shuang, GUO M an -ca i, SONG Sh i-de,Y UAN Zh i-fa
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T he paper in troduced a new k ind of nonau tonomou s L ogist ic grow th equat ion by studying

the decided p rincip le of single popu la t ion o r o rgan ism body rela t ive grow th ra te, the system at ic research to

the so lu t ionπs character w as also done. T he resu lt show ed: T he new model no t on ly can fit the grow th p ro2
cess that is rest ricted by the den sity facto r and t im e facto r, bu t a lso have the flex ib ility.

Key words: nonau tonomou s equat ion; logist ic grow th cu rve; model f it; f lex ib ility
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A m u lt iob ject ive evo lu t ionary a lgo rithm based on w eigh ted

sum app roach and tracing pare to m ethod

TANGW e i-dong1, GUAN Zh i-hua1,W U Zhong-yuan 1, 2

(1 S chool of M anag em en t, T ianj in U niversity , T ianj in 300072; 2 S chool of M anag em en t, T ianj in P oly techn ic U niversity , T ianj in 300160)

Abstract: T he mo st ex ist ing m u lt iob ject ive evo lu t ionary algo rithm s (M O EA s) such as N PGA (N iched

Pareto Genet ic A lgo rithm ) , N SGA (N on2dom inated So rt ing Genet ic A lgo rithm ) etc. are based on Pareto

m echan ica l. Each step fo r check ing Pareto op t im ality requ ires so rt ing and pair2w ise comparison of a t least a

sub set of the popu la t ion, thu s increasing the compu ta t ional needs. T h is paper in troduces a new algo rithm

based on w eigh ted sum app roach and tracing Pareto m ethod2W ST PEA. T heW ST PEA ach ieves a non inferi2
o r so lu t ion at each in term edia te step w h ich is no t like the ex ist ing M O EA s that genera te the to ta l Pareto

set in one run. In th is paper the W ST PEA is described in deta il and the flow chart of the algo rithm is giv2
en. Tw o m u lt iob ject ive p rob lem s are calcu la ted and the so lu t ion s are analyzed.

Key words: m u lt iob ject ive op t im izat ion; w eigh ted sum app roach; evo lu t ionary algo rithm
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