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复等位基因平衡群体熵的性质
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　　[摘　要 ]　研究了复等位基因平衡群体熵的性质, 并与基因多样度D、相对信息多样度 S ′(A )、相对纯合度信

息多样度S ′
J (A )、相对杂合度信息多样度S ′

H (A )及多态信息含量 P IC 进行了比较研究。结果表明, 在表征基因变异

与遗传变异上, 信息论方法与统计学方法具有一致性, 而且信息论方法还具有信息学含义。
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　　群体遗传学是研究孟德尔 (M endelian popu la2
t ion)群体世代传递中基因频率变化规律的科学。英
国数学家哈代 (H ardy) 和德国医生温伯格 (W ein2
berg) 经过各自独立的研究, 于 1908 年分别发表了
群体遗传学的基本规律, 即H ardy2W einberg 定律。
群体遗传学与数量遗传学的很多结论都是以它为出
发点展开的。基因在世代之间的传递过程本身是一
个信息传递过程, 因而, 其研究的数学模型不应仅限
于统计学模型。信息论模型也应是其重要的研究内
容。国内学者[1～ 5 ]在这方面做了一些有意义的工作。
本研究拟以群体遗传学的信息论模型为基础, 研究

复等位基因平衡群体熵的性质, 以丰富群体遗传学

内容, 并为以信息论为工具研究遗传学问题打下坚

实的基础。

1　复等位基因平衡群体熵的定义

设复等位基因位点A 为:

(A 1,A 2, ⋯⋯,A k ) = (p 1, p 2, ⋯⋯, p k ) (1)

其中, p i 为A i 的频率, p i≥0, 且∑
k

i= 1
p i= 1。群体平衡

时, 各基因型的频率为:

(p 1A 1 + p 2A 2 + ⋯ + p kA k ) 2 = ∑
k

i= 1
p 2

iA iA i +

2∑
i< j

p ip jA iA j (2)

其中, p
2
i 为A iA i 的频率, A iA j 与A jA i 为正反交, 其

频率均为 p ip j。

据 Shannon 信息熵的定义, 复等位基因库 (1)

的信息熵为:

S (A ) = - ∑
k

i= 1
p i lnp i (3)

平衡群体 (2)的信息熵为:

S (A 2) = - ∑
k

i= 1
p 2

i lnp 2
i + 2∑

i< j

p ip j lnp ip j =

- 2 ∑
k

i= 1

p 2
i lnp i + ∑

i< j

p ip j lnp ip j (4)

2　基因一致度 J、基因多样度D、多态
信息含量 P IC

[ 6 ]及其性质

基因库 (1) 或群体 (2) 的基因一致度 J 和基因

多样度D 及多态信息含量 P IC 分别定义为:

J = ∑
k

i= 1

p 2
i ,D = 1 - ∑

k

i= 1

p 2
i ,

P IC = 1 - ∑
k

i= 1
p 2

i - 2∑
i< j

p 2
i p

2
j (5)

其性质为:

1
k

≤ J ≤ 1, 0 ≤D ≤ k - 1
k

,

0 ≤ P IC ≤
(k - 1) 2 (k + 1)

k 3 (6)

当 p i 之一为 1 而其余为 0 时, 有 J m ax = 1, D m in= 0,

P ICm in = 0; 当 p i 均等于 1
k
时, 有 J m in =

1
k

, D m ax =

k - 1
k

, P ICm ax=
(k - 1) 2 (k + 1)

k 3 。显然, 基因一致度 J

与多样度D 分别是以平衡群体的纯合体频率与杂

合体频率为代表, 来度量具有同一基因库的任一群

体的基因变异。
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3　复等位基因平衡群体熵的性质

对于给定的基因库 (1) , 其对应的群体有无数多

个, 不失一般性, 设其 k
2 个基因型 (正反交分开) 分

布为:

(A 1 A 1, ⋯⋯,A k A k ,A 1 A 2, ⋯⋯,A k- 1 A k ) =

(p 11, ⋯⋯, p kk , p 12, ⋯⋯, p k- 1, k ) (7)

根据最大信息熵原理, 可以证明:

性质 1: 对于给定的基因库, 当群体平衡时其基

因型信息熵最大。

证明: 对群体 (7) , 其信息熵为

S = - ∑
k

i= 1
∑

k

j= 1
p ij lnp ij (8)

其中,

∑
k

i= 1
∑

k

j= 1
p ij = 1 (9)

1
2 ∑

k

j = 1

(p ij + p j i) = p i　 ( i = 1, 2, ⋯, k ) (10)

应用拉格朗日乘数法, 引入 Κ0, Κ1, ⋯, Κk 构造目标函

数:

= - ∑
k

i= 1
∑

k

j= 1
p ij lnp ij + (lnΚ0 + 1) (∑

k

i= 1
∑

k

j= 1
p ij - 1) +

∑
k

i= 1
lnΚi (

1
2 ∑

k

j = 1

(p ij + p j i) - p i) (11)

令各一阶偏导数为零:
5G
5p ij

= 0, 即:

lnp ij - lnΚ0 -
1
2

( lnΚi + lnΚj ) = 0

可得:

p ij = Κ0 ΚiΚj　 ( i, j = 1, 2, ⋯, k ) (12)

将 (12) 代入方程 (9) , (10) 可以解出 Κ0, Κ1, ⋯, Κk , 进

而求出最大熵分布概率 p ij。当 k = 2 时, p 11= Κ0Κ1,

p 22= Κ0Κ2, p 12= p 21= Κ0 Κ1Κ2 , 代入 (9) , (10) :

Κ0 (Κ1 + Κ2 + 2 Κ1Κ2 ) = 1

Κ0 (Κ1 + Κ1Κ2 ) = p 1

Κ0 (Κ2 + Κ1Κ2 ) = p 2

解之可得: Κ1=
p 2

1

Κ0
, Κ2=

p 2
2

Κ0
, 代回 (12)即得:

p 11 = Κ0Κ1 = p
2
1, p 22 = Κ0Κ2 = p

2
2, p 12 = p 21 =

Κ0 Κ1Κ2 = p 1p 2, 证毕。

这正是H ardy2W einberg 定律所给出的平衡群
体的基因型频率, 由此证明了最大熵分布就是

H ardy2W einberg 平衡分布, 而且可以证明对于任意

k 都是如此。

H ardy2W einberg 平衡定律与最大信息熵原理
的内在一致性说明, 随机交配导致群体基因型信息
熵增大, 当群体基因型信息熵达到最大时, 其基因型
频率不再变化, 即达到“平衡”, 因而, 随机交配过程
是一个不可逆过程, 而选择和近亲交配等育种手段
则使群体的信息熵降低, 有序性增加。育种的实质是
通过施行选择和近亲交配等手段, 来增加群体的一
致性和有序性, 或通过杂交和随机交配等手段增加
群体的杂合性和多态性, 以调节群体的信息熵。

性质 2: 对某一等位基因个数确定的位点, 当各
等位基因频率相等时, 该位点的信息熵最大。

证明: 设位点A 如 (1) 所示, 则该位点的信息熵
为

S (A ) = - ∑
k

i= 1
p i lnp i (13)

其中

∑
k

i= 1
p i = 1

应用拉格朗日乘数法, 引入 lnΚ+ 1 构造目标函数:

G = - ∑
k

i= 1
p i lnp i + (lnΚ+ 1) (∑

k

i= 1
p i - 1)

(15)

令各一阶导数为零:
5G
5p i

= 0, 即:

lnp i - lnΚ= 0　　 ( i = 1, 2, ⋯, k ) (16)

可得:

p i = Κ　　 ( i = 1, 2, ⋯, k ) (17)

将 (17)代入 (14) , 可求出当 p i=
1
k

( i= 1, 2, ⋯⋯, k )

时, 基因库 (1)的信息熵最大, 最大值为 lnk。即 0≤

S (A )≤lnk。

由性质 1 与性质 2 容易得到, 对于等位基因数

目固定的基因库, 当 p 1= p 2= ⋯= p k=
1
k
时, 不同基

因库所对应的群体 (2)的最大信息熵达到最大值, 最

大值为 2lnk , 即 0 ≤S (A 2 ) ≤ 2lnk , 且 S (A 2 ) =

2S (A )。

由于 S (A )和 S (A 2)与等位基因数 k 有关, 引入

基因库 (1)和群体 (2)的相对信息熵 S
′(A )和 S

′(A 2)

为:

S ′(A ) =
1

lnk
S (A ) , S ′(A 2) =

1
2lnk

S (A 2) (18)

显然有 S
′(A 2) =

1
2lnk

S (A 2) =
1

2lnk
2S (A ) = S

′(A )。

对于相对信息熵有:

0 ≤ S ′(A 2) = S ′(A ) ≤ 1
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S (A 2) 为平衡群体和位点的多样性的度量, S
′(A 2)

的意义为平衡群体和位点的多样性程度, 即它占最

大可能多样性的比例。S
′(A 2) 可以作为群体中基因

变异与基因型变异的测度, 称为基因相对信息量多

样度。
将相对纯合度信息熵 S

′
J (A 2) 和相对杂合度信

息熵 S
′
H (A 2)分别定义为:

S ′
J (A 2) = -

1
lnk∑

k

i= 1
p 2

i lnp i

S ′
H (A 2) = -

1
lnk∑i< j

p ip j lnp ip j

S
′
J (A 2) 的意义是指群体中纯合体的多样性的比例。

S
′
H (A 2) 的意义是指群体中杂合体的多样性的比例。

显然

S ′(A 2) = S ′
J (A 2) + S ′

H (A 2)

S
′
J (A 2) 和 S

′
H (A 2) 又分别称为纯合相对信息量多样

度和杂合相对信息量多样度。

性质 3: D、S (A ) 和 S
′(A ) 是关于各 p i 的凸函

数; S (A 2)、S
′(A 2)、S

′
J (A 2)、S

′
H (A 2)、P IC 是关于各

p ij的凸函数。

证明: 当 k= 2 时, 由于

D = 1- p
2
1- (1- p 1) 2,

d2D
dp 2

i
= - 4< 0 ( i= 1, 2) ;

S (A ) = - ( p 1 lnp 1 + p 2 lnp 2 ) ,
d2S (A )

dp 2
i

= - ( 1 +

1
1- p i

) < 0　 ( i= 1, 2) ;

S
′(A ) = -

1
ln2

(p 1 lnp 1+ p 2 lnp 2) ,
d2S ′(A )

dp 2
i

= -
1

ln2
×

(1+
1

1- p i
) < 0　 ( i= 1, 2)。

S (A 2)、S
′(A 2)、S

′
J (A 2)、S

′
H (A 2)、P IC 是关于各

p ij的凸函数, 以及 k 等于其他值的情形时的证明与

之类似。

通过模拟数据还可证明:

性质 4: 多样度D、基因库相对信息多样度

S
′(A 2)、相对纯合信息量多样度 S

′
J (A 2)、相对杂合

信息量多样度 S
′
H (A 2)、多态信息含量 P IC 呈正相

关。

事实上, 当 k = 2, p 1 的初始频率为 0, 步长为

0. 01, 终止频率为 1. 0 时, 模拟了 101 个群体, 可得

出表 1。

表 1　D、S ′(A 2)、S ′
J (A 2)、S ′

H (A 2)、P IC 间的相关系数

T able 1　T he co rrela t ion coefficien t among D、S ′(A 2)、S ′
J (A 2)、S ′

H (A 2) and P IC

D S ′(A 2) S ′
J (A 2) S ′

H (A 2) P IC

D 1. 000 000 0. 995 533 0. 998 988 0. 962 631 0. 996 006

S ′(A 2) 1. 000 000 0. 990 358 0. 983 879 0. 999 629

S ′
J (A 2) 1. 000 000 0. 949 617 0. 991 004

S ′
H (A 2) 1. 000 000 0. 982 204

P IC 1. 000 000

　　该性质说明, 在表征基因变异与遗传变异上, 各

个指标体系是相当的, 但相对信息量多样度除具有

遗传学意义外, 还具有其信息学内涵。并且还有如下

特点:

(1)各多样性指标中, 相对信息量多样度变化范

围最大, 介于 0～ 1, 因而对变异的描述最清晰, 并且

可以对变异来源进行剖分。P IC 取值范围最小。

( 2) 随着位点等位基因数目的增加, D 与 P IC

的取值趋于 0～ 1, 表明各指标在描述基因变异与基

因型变异上的作用是类似的, 但各有其不同的遗传

学含义。
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T he en tropy characters of a lle les equ ilib rium popu la t ion

GUO M an -ca i, X IE X iao- l i,L IU J ian - jun , ZHANG Hong- l i,

SONG Sh i-de, ZHOU J ing-yu,Y UAN Zh i-fa
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T he en tropy characters of a lleles equ ilib rium popu la t ion w ere discu ssed and the comparison

among gene diversity D , rela t ive info rm at ion diversity S
′(A ) , rela t ive homozygo sity info rm at ion diversity

S
′
J (A ) , rela t ive heterozygo sity info rm at ion diversity S

′
H (A ) and po lymo rph ism info rm at ion con ten t (P IC )

w ere studied. T he resu lts show that the sta t ist ic m ethod and the info rm at ive m ethod have very good un ifo r2
m ity in m easu ring the gene varia t ion and the genet ic varia t ion, bu t the info rm at ion m ethod has the info r2
m atic m ean s.

Key words: a lleles; popu la t ion en tropy; genet ic equ ilib rium ; diversity; po lymo rph ism info rm at ion con2
ten t
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Stud ies on b reed resou rce of L angkazi sheep in T ibet

REN Zhan - jun 1, CHANG Hong2,M imac iren 3,L I Qiu-yan 4

(1 Colleg e of A n im al S ciences and T echnology ,N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina;

2 Colleg e of A n im al S cience and V eterinary M ed icine, Y ang z hou U niversity , Y ang z hou, J iang su 225009, Ch ina;

3 A nim al S cience and V eterinary M ed icine S erv ice Cen ter in T ibet,L asa, T ibet 850000, Ch ina;

4 D eer Genera l F arm of th irty 2th ree rig im en t second A g ricu ltu re d iv ision,W eili, X inj iang 841505, Ch ina)

Abstract: Studies w ere carried ou t on L angkazi sheep w ith regard to its o rig ion, developm en t, eco logi2
cal condit ion s, ex ternal physica l characterist ics, popu la t ion structu re, p roduct ion perfo rm ance, ra ising and

m anagem en t, etc. T he resu lts show ed that: the L angkazi sheep has a long h isto ry in its developm en t and

can be w idely u sed fo r the p roduct ion of hair, m ilk and m eat. It has poo r p roduct ion perfo rm ance, bu t its

heredity quality is steady. It can be ra ised w ith crude fo rage and can su rvive in vile environm en t such as in

the co ld mou ta in areas. L angkazi sheep is a p reciou s local b reed resou rce that canno t be rep laced by o ther

sheep variet ies living in h igh and co ld areas.

Key words: L angkazi sheep; b reed recou rce; eco logica l characterist ic; perfo rm ance of p roduct ion
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