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一类三角插值算子在 Besov 空间中的逼近
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　　[摘　要 ]　借助于Hoβlder 范数引入的广义 K2泛函而定义了一种Besov 空间, 用其对一类推广的三角插值算

子逼近的正、逆定理进行了刻画。
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1　引　言
用Besov 空间刻画算子逼近的正、逆定理, 是逼

近论中近几年讨论的热点问题之一, 对这方面的研
究工作已有一些报道[1～ 6 ], 但尚未发现用Besov 空
间刻画周期插值算子的正、逆定理, 本研究的目的是
借助正整数 Α阶光滑模而引入一种Hoβlder 拟范数,
由此定义了一种广义的 K2泛函, 并用 K 方法构造
出了一种Besov 空间, 用其对一类积分型周期插值
的正、逆定理进行了讨论。

用L 2Π
p (1≤p≤+ ∞)表示以 2Π为周期并满足

‖f ‖p. 2Π = ( 1
2Π∫

2Π

0
û f (x ) ûp dx )

1
p < + ∞ (1 ≤ p < + ∞)

‖f ‖∞, 2Π = m ax
x∈[0, 2Π]

û f (x ) û < + ∞　　 (p = + ∞)

的函数类。对结点 ti= tj , n=
2j Π

n+ 1
, 0≤j≤n , n= 0, 1,

2, ⋯, 文献[ 7 ]中引入了三角插值算子

J Κ
n (f , x ) =

2
n + 1∑

n

j= 0
f ( tj ) k Κ

n (x - tj ) (1)

其中　　　k
Κ
n (x ) =

1
2

+ ∑
n

j= 0
Κ(n)

k co skx (2)

并满足条件

Κ(n)
j ≠ 0, Κ(n)

j + Κ(n)
n+ 1- j = 1　　 (0 ≤ j ≤ n, n = 0, 1, 2, ⋯)

∫
Π

- Π
ûkΚ

n ( t) ûd t = O (1)　　 (n →+ ∞)

　　为了讨论此算子在L 2Π
p 中的逼近问题, 文献[ 8 ]

中将上述算子进行了修正。

对正整数 Α> 0, 作 Α阶 Stek lov 平均

A Α
h (f , x ) = h - Α∫

h

0
⋯∫

h

0
f (x - t1 - ⋯ - tΑ) d t1⋯d tΑ

及　　f h (x ) = - ∑
Α

j = 1

Α
j

(- 1) j
A

Αh j
m (f , x )

进一步令

L n, s ( t) = Κ- 1
n

sin
n t
2

sin
t
2

2s

　　 (s > 0)

其中 Κ- 1
n 满足∫

Π

- Π
L n, s ( t) d t= 1, 记

k n, s ( t) = L n′, s ( t)　　 (n′= [
n
s

] + 1) ,

对 s≥
Α+ 2

2
, n- 1<

1
h

< n , 令

In (f , x ) = -
1

2Π∫
Π

- Π
kn, s ( t)∑

Α

j = 1

(- 1) j
Α
j

f h (x - j t) d t

(3)

则文献[ 8 ]中修正 J Κ
n (f , x )为

H Κ
n (f , x ) =

2
n + 1∑

n

j= 0
In (f , tj ) k Κ

n (x - tj ) , f ∈L 2Π
1

引入 Α阶连续模

ΞΑ(f , t) p , 2Π = sup
0< h≤t

‖△Α
hf ‖p , 2Π, t > 0

其中　 (∃Α
hf ) (x ) = ∑

∞

j = 0
(- 1) j Α

j
f (x - jh ) ,

Α
j

=
Α(Α- 1)⋯ (Α- j + 1)

j !
, j = 0, 1, 2, ⋯

令L ipΑ= {g : g∈L 2Π
p 且 ΞΑ(g , t) p , 2Π= O ( t

Α) }, 则对 g

∈L ipΑ可赋以Hoβlder 范数

‖g‖L ipΑ = ‖g‖p , 2Π + sup
t≥0

ΞΑ(g , t) p , 2Π

tΑ (4)

对 f ∈L 2Π
p (1≤p < + ∞)定义 K2泛函

Kp (f , t) = inf
g∈L ipΑ

(‖f - g‖p , 2Π + t‖g‖L ipΑ)

并采用 K 方法构造内插空间B
Η, Α
p , q (0< Η< Α)为
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B
Η, Α
p , q = (L 2Π

p ,L ip Α) K
Η, q =

{f ∈L 2Π
p :∫

+ ∞

0
( t- ΗKp (f , tΑ) ) q d t

t
< + ∞　　 (1 ≤ p < + ∞)

sup
t≥0

Kp (f , tΑ) < + ∞　　　　　　　　　　 (q = + ∞)

由于L 2Π
p = B

Η, Α
p , q= L ipΑ, 因此, 继续作 K2泛函

K
Η
p , q (f , t) = inf

g∈B Η, Α
p , q

(‖f - g‖p , 2Π + t‖g‖B Η, Α
p , q

)

其中

‖g‖B
Η, Α
p , q

= ‖g‖p , 2Π+ ∫
+ ∞

0
( t- ΗKp (f , tΑ) ) q d t

t
(1 ≤ q < + ∞)

sup
t≥0

t- ΗKp (f , tΑ)　　　　 (q = + ∞)

并用 K 方法构造内插空间

B
Η, Η′
p , q, q′= (L

2Π
p ,B

Η, Α
p , q) K

Η
p

, q
Η′, q′　　　 (0 < Η′< ΗΑ, 1 ≤ q′≤+ ∞)

　　本研究讨论用B
Η, Α
p , q及B

Η, Η′
p , q, q′刻画H Κ

n (f , x ) 在L 2Π
p

中的逼近问题, 所得结果为
定理 1　当 r 满足条件

lim
n→∞

nΑΚ(n)
n+ 1- j = j Α　　 ( j = 0, 1, 2, ⋯)

且三角矩阵

{Κ3 (n)
j =

nΑΚ(n)
n+ 1- j

j Α , Κ3 (n)
0 = 0, 1 ≤ j ≤ n , n = 0, 1, 2, ⋯}

满足条件对阶≤n 的三角多项式 tn , 有
‖K Κ

n3 tn‖p , 2Π = O (‖tn‖p , 2Π)

时, 对 f ∈L
2Π
p , 0< Η< Α, 1< p < + ∞, 则当 1≤q<

+ ∞时, 有

f ∈B Η, Α
p , qΖ ∑

∞

n= 1

(nΗ‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π) q 1

n

1
q

< + ∞

(5)

当 q= + ∞时
‖H Κ

n (f ) - f ‖p , 2Π = O (n - Η) Ζ Kp (f , t2) = O ( tΗ)

(6)

　　定理 2　在定理 1 的条件下, 设 f ∈L 2Π
p , 0< Η<

Α, 0< Η′< ΑΗ, 1≤q, q′≤+ ∞, 1< p < + ∞, 则当 1≤
q′< + ∞时

∈B Η, Η′
p , q, q′Ζ (∑

∞

n= 1

(nΗ′‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π) q′ 1

n
)

1
q′< + ∞

当 q′= + ∞时
‖H Κ

n (f ) - f ‖p , 2Π = O (n - Η′) Ζ KΗ
p , q (f , tΑΗ) = O ( tΗ′)

　　在下文中A = O (B ) 指存在常数 C > 0, 而使A

≤CB。

2　一些引理

引理 1[8 ]　对 f ∈L 2Π
p (1< p < + ∞) , 则有常数

C > 0, 而使

‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π≤C ΞΑ(f ,

1
n

) p , 2Π (7)

　　引理 2　对 f ∈L p (1< p < + ∞) , 有C > 0, 而使

ΞΑ(H Κ
n (f ) ,

1
n

) p , 2Π≤C ΞΑ(f ,
1
n

) p , 2Π (8)

‖H Κ
n (f )‖p , 2Π≤C‖f ‖p , 2Π (9)

　　证明　由 (7)及 ΞΑ(f , t) p , 2Π≤C Α‖f ‖p , 2Π, 有

ΞΑ(H Κ
n (f ) ,

1
n

) p , 2Π≤ΞΑ(H Κ
n (f ) - f ,

1
n

) p , 2Π + ΞΑ(f ,
1
n

) p , 2Π

≤C‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π + ΞΑ(f ,

1
n

) p , 2Π

= O (ΞΑ(f ,
1
n

) p , 2Π)

　　 (9)可由文献[ 8 ]中找到。
引理 3　对 f ∈L 2Π

p (1< p < + ∞) , 有常数 C >
0, 而使

‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π≤C n - 2‖f ‖L ipΑ (10)

‖H Κ
n (f )‖L ipΑ≤C nΑ‖f ‖p , 2Π (11)

　　证明　由引理 2 中的 (8)知道, 对 f ∈L ip Α, 有
‖H n

Κ(f )‖L ipΑ = O (‖f ‖L ipΑ) (12)

因此 (11)成立。
对 f ∈L 2Π

p , 有
‖H Κ

n (f )‖L ipΑ = ‖H Κ
n (f )‖p , 2Π + sup

t≥0
t- ΑΞΑ(H Κ

n (f ) , t) p , 2Π

= O (‖f ‖p , 2Π + ‖D ΑH Κ
n (f )‖p , 2Π)

及Bern stein 不等式

‖D ΑH Κ
n (f )‖p , 2Π = O (nΑ) ΞΑ(H Κ

n (f ) ,
1
n

) p , 2Π

因此, 由

ΞΑ(H Κ
n (f ) ,

1
n

) ≤C‖H Κ
n (f )‖p , 2Π≤C‖f ‖p , 2Π

知, 对 f ∈L 2Π
p , 有

‖H Κ
n (f )‖L ipΑ = O (nΑ)‖f ‖p , 2Π (13)

　　由引理 1, 对 f ∈L ipΑ

‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π = O (ΞΑ(f ,

1
n

) p , 2Π) =

O (n- ΑnΑΞΑ(f ,
1
n

) p , 2Π) =

O [n - Α(‖f ‖p , 2Π + sup
n> 0

nΑΞΑ(f ,
1
n

) p , 2Π] =

O (n - Α)‖f ‖L ipΑ (14)

因此, (10)成立。由 (9)、(12)及内插定理[9 ] , 有
‖H Κ

n (f )‖B Η, Α
p , q

= O (‖f ‖B Η, Α
p , q

) , f ∈B Η, Α
p , q (15)

由 (9)、(13)及内插定理, 有
‖H Κ

n (f )‖B Η
p , q

= O (nΑΗ)‖f ‖p , 2Π, f ∈L 2Π
p (16)

而且由 (9)、(14)及内插定理, 有
‖H Κ

n (f ) - f ‖p , 2Π = O (n - ΑΗ‖f ‖B Η, Α
p , q

) , f ∈B Η, Α
p , q

(17)

　　引理 4　对 f ∈L 2Π
p (1< p < + ∞) , 0< Η< Α, 1≤

q≤+ ∞, 有
‖f - H Κ

n (f )‖p , 2Π = O (KΗ
p , q (f , n - ΑΗ) ) (18)

且　‖H
Κ
n (f )‖B Η, Α

p , q
= O (n

ΑΗ) KΗ
p , q (f , n

- ΑΗ) (19)

证明　对任意 g∈L ipΑ, 有
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‖H Κ
n (f ) - f ‖p , 2Π≤ ‖H Κ

n (f - g )‖p , 2Π +

‖H Κ
n (g ) - g‖p , 2Π + ‖f - g‖p , 2Π =

O (‖f - g‖p , 2Π + n- ΑΗ‖f ‖B Η, Α
p , q

)

因此有 (18)成立。对任意 g∈B
Η, Α
p , q, f ∈L 2Π

p

‖H Κ
n (f )‖B Η, Α

p , q
≤‖H Κ

n (f - g )‖B Η, Α
p , q

+ ‖g‖B Η, Α
p , q

=

O (nΑΗ‖f - g‖p , 2Π + ‖g‖B Η, Α
p , q

) =

O (nΑΗ) (‖f - g‖p , 2Π + n - ΑΗ‖g‖B Η, Α
p , q

)

因此 (19)成立。

3　定理证明

用L (A →B , C )表示映A 到B 的有界线性算子
的集合, 则下列命题可由文献[ 10 ]中找到。

命题　设A 0, A 1 为赋范空间, L n∈L (A i→A i,
C ) ( i= 0, 1) , A 1< A 0, L n∈L (A 0→A 1, C ) 且对 Α> 0,
有

(1)‖L n (a)‖A 0≤M ‖a‖A 0 , a∈A 0;

(2)‖L n (a)‖A 1≤M n
Α‖a‖A 0 , a∈A 0;

(3)‖L n (a1)‖A 1≤M ‖a1‖A 1 , a1∈A 1;

(4)‖L n (a1) - a1‖A 0≤M n
- Α‖a1‖A 1 , a1∈A 1。

此处M 表示常数。则当 a∈A 0 时, 对 1≤q< + ∞,

0< Η< Α, 有　 (∑
∞

n= 1
(n

Η‖L n (a) - a‖A 0
) q 1

n
)

1
q <

+ ∞Ζ (∫
+ ∞

0
( t

- ΗK ( t
Α, a) ) q d t

t
)

1
q < + ∞;

当 q= + ∞时, 对 0< Η< Α, 有
‖L n (a) - a‖A 0 = O (n - Η) Ζ K ( tΑ, a) = O ( tΗ)

这里
K ( t, a) = inf

a1∈A 1

(‖a - a1‖A 0 + tΑ‖a1‖A 1
)。

　　在此命题中令A 1 = L ipΑ, A 0 = L 2Π
p , 则由 (9) ,

(12) , (13) , (14)可得定理 1。
在此命题中令 A 1 = B

Η, Α
p , q, A 0 = L 2Π

p , 则由 (9) ,
(15) , (16) , (17)可得定理 2。
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O n app rox im at ion by a k ind of t r igonom etrica l in terpo la to ry

opera to rs in besov spaces

ZHANG San -ao1, SHENG Bao-hua i2
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Abstract: A k ind of new K2funct ional is in t roduced w ith the help of Hoβlder no rm , w ith w h ich the di2
vect theo rem and the inverse theo rem of a k ind of t rigonom etrica l in terpo la to ry opera to r are characterized.

Key words: besov space; in terpo la t ion space; in terpo la to ry opera to r; bounded linear opera to r
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