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受压构件偏心距增大系数 Γ的计算
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　　[摘　要 ]　针对现行钢筋混凝土设计规范中 Γ计算公式在应用方面存在的某些不足, 采用有限元迭代法并考

虑二阶弯矩的影响, 得出了在不同端弯矩和约束条件下偏压构件任意截面处侧向挠度 f 与相应的 Γ值。例证检验

结果表明, 该方法所得结果合理可靠。
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　　在《混凝土结构规范》GBJ 10- 89 [1 ]及《水工混

凝土结构设计规范》DL öT 5057- 96 [2 ]中的 Γ计算公

式, 是以基本长柱 (两端铰接, 端弯矩为等弯矩)作为

研究对象 (见图 1) , 并假定柱为单向弯曲时, 则柱的

最大变形 f m ax产生在最大弯矩M m ax处, 由最大变形

引起的二阶弯矩M 2 可直接与一阶弯矩M 1 相加, 此

时截面上的总弯矩为M = M 1+ M 2= N f m ax+ N e0。由

此可见, 规范给出的 Γ公式都是对控制截面而言。以

文献 [ 3 ]中题为例 (见图 2) , 该典型排架柱下端固

定, 上端为弹性约束, 其弯矩图为梯形分布, 对于柱

底可能是一个控制截面, 用规范公式计算 Γ是合理

的。而对于柱的其他截面 Γx < ΓA , 如C 截面 Γc< ΓA ,

但该截面是柱进行承载力设计时的实际控制截面,

若盲目取 Γc = ΓA , 将截面弯矩无区别地按规范中 Γ
公式计算, 则会导致柱的配筋过多, 在抗震鉴定中还

会引起认为柱强度不够需加固的麻烦后果。为此, 文

献[ 3 ]～ [ 7 ]从不同角度指出存在此类问题。本研究

就此问题着重进行讨论。

图 1　偏压构件的侧向挠度

F ig. 1　Side deflect ion of b iasing stru tt ing

图 2　排架的计算简图

F ig. 2　Calcu lat ing sketch of fram e structu re

1　计算方法

1. 1　计算假定

　　钢筋混凝土受压柱在偏心荷载作用下产生纵向

弯曲, 在弯矩作用平面内将产生侧向挠度 f , 侧向挠

度 f 将引起二阶弯矩N f 。通常用 Γ来反映因二阶弯

矩影响承载力降低的效应。对于短柱, 取 Γ= 1, 对于

长柱, Γ越大, 表明二阶弯矩影响愈大, 一阶弯矩在
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总弯矩中所占的比例愈小, 所以计算 Γ值的实质就

是求长柱的侧向附加挠度 f 值。

由于所研究的长柱L 0öh< 30, 该类柱属于材料

破坏。因此, 假定材料为均质、弹性体, 按弹性稳定理

论, 该柱的变形符合小变形的假定, 见文献[ 4 ], [ 8 ]。

1. 2　计算方法

用有限元理论研究柱在外荷载下的变形规律,

这既不是求失稳临界状态下特征值问题, 也不是忽

略二阶弯矩的有限元法, 而是求柱在一阶弯矩和二

阶弯矩作用下各截面处的挠度, 即计入二阶弯矩影

响的有限元迭代法 (以下简称有限元迭代法)。因此,

这里无法应用一般的有限元稳定分析程序, 但可将

研究对象化为若干单元并利用平面桁架、框架有限

元分析程序 P4D [9 ]进行迭代计算, 以求得柱在荷载

作用下考虑二阶弯矩影响的任一截面的侧向挠度

f , 从而得到相应的 Γ值。

采用有限元迭代法进行计算时应先将柱划分为

若干单元, 建立基本坐标系 X , Y , Z , 然后进行结构

模式输入, 计算机会主动输出各单元的杆端内力

(N ,Q ,M )和结点的位移值 (U ,V , Η)。在有限元迭代

过程中仅考虑弯矩作用引起的位移 (剪力引起的位

移很小, 可忽略不计)。迭代的思路是: 先求出柱各个

单元在一阶弯矩M 1i下引起的位移U 1i (x ) , 然后通

过数次迭代求得在二阶弯矩 M 2i 下引起的位移

U 2i (x ) , 最后柱任一截面的总位移为一阶弯矩与数

次迭代后二阶弯矩下的位移之和。即U (x ) = U 1i (x )

+ ∑U 2i (x ) ,U (x ) = f (x )。

为了验证有限元迭代法计算结果的可靠性, 可

采用解析法与其进行比较。

需要指出的是, 钢筋混凝土是一种非均质的弹

塑性复合材料, 当柱承受的外载达到一定程度时, 柱

将产生裂缝, 且裂缝随外荷载的增大而不断地加大。

在计算截面刚度 E I 时, 必须考虑混凝土 Ρ～ Ε的非

线性特征及裂缝存在对 E I 削弱的影响, 而这种影

响可以通过对截面刚度 E I 修正来实现, 即对 E I 乘

Αe (Αe≤1) 参数。Αe 仍采用 TJ 10- 74 中有关 Αe =

0. 1ö(0. 3+ e0öh ) + 0. 143 公式来计算。经过大量计

算比较, 可以认为 Αe 的考虑是合理的。因此, 在有限

元及解析法计算时应考虑 Αe 的影响。

1. 3　解析法

某一偏心受压构件, 如图 3 所示。该柱下端固

定, 上端按弹性支承考虑。在稳定情况下, 求解微分

方程以得出其变形值。

图 3　偏压构件的计算简图

F ig. 3　Calcu lat ing sketch of b iasing stru tt ing

　　由计算简图可知

M (x ) = N (∆- y ) + M B - T (L - x )

式中,M B 表示作用于杆端的弯矩, T 表示作用于杆

端的横向力 (正方向) ,N 表示作用于杆端的轴向压

力, ∆表示在M B、N 、T 作用下柱端B 截面的挠度值

(∆= f m ax) , y 表示杆任意截面上侧向位移,L 表示杆

件的长度。弯矩符号规定以微分段外受拉为正。

由柱弯曲时挠度曲线近似方程得:

E Iy″= M (x )

y″= [N (∆- y ) + M B - T (L - x ) ]öE I

整理得

y″+ (N öE I ) y = [N ∆+ M B - T (L - x ) ]öE I (1)
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方程 (1)属二阶常系数非齐次线性微分方程, 该

方程解的结构为对应齐次方程的通解+ 本方程的一

个特解。

令　N öE I = n
2

y″+ n
2
y = [N ∆- T (L - x ) + M B ]öE I (2)

解方程 (2)其特解为:

y
3 = [N ∆+ M B - T (L - x ) ]ön

2
E I =

T x öN + (N ∆+ M B - TL ) öN (3)

方程 (2)的通解为:

y = C 1co snx + C 2 sinnx + [N ∆+ M B - T (L - x ) ]öN

(4)

边界条件为　x = 0, y = 0, y ′= 0

将边界条件分别代入方程 (4)得:

C 1= - (N ∆+ M B - TL ) öN ; C 2= - T önN

再将C 1, C 2 代入方程 (4)得:

y = - [∆+ M B öN - TL öN ]co snx - (T önN ) sinnx +

[∆+ M B öN - T (L - x ) öN ] (5)

当X = L 时, y = ∆= f m ax , 由方程 (5)得:

∆= [M B öN - (T önN ) sinnL ]öco snL - M B öN +

TL öN (6)

1. 4　计算方法的验证

例: 某柱端作用有M = 176. 813 9 kN ·m , N =

1 245. 44 kN , T = 9. 806 7 kN , E = 25 497. 7 M Pa,

J = 7. 2 × 10- 3 m 4, L = 5. 33 m , 截面 b × h =

0. 4 m ×0. 6 m , 求侧向挠度 f 值。

计算结果见表 1。

表 1　两种算法所得 f 值的比较

T able 1　Comparison betw een f values of differen t calcu la t ion m ethods

参数 Αe

Param eter Αe

有限元迭代法
L im ited un it repetit ion m ethod

解析法
A nalysis

柱底截面ömm
Co lum n bo ttom cro ss2section

其他截面ömm
O ther cro ss2section

柱底截面ömm
Co lum n bo ttom cro ss2section

其他截面ömm
O ther cro ss2section

　　不考虑
Inconsideration

11. 9 5 12 5

　　考虑
Consideration

40. 3 - 42. 1 -

　　由表 1 结果可得出, 在考虑 Αe 影响后, 柱底截

面采用两种计算方法结果相对误差为 4. 1% , 其原

因是柱截面刚度 E I 的取值不同, 解析法是取各个

单元的刚度平均值作为柱的刚度值, 而有限元迭代

法则是按各个单元实际刚度计算的, 对其他截面 (X

= 3. 5 m 处的截面)未进行此项计算。

通过上述两种计算方法结果的比较可看出, 有

限元迭代法计算结果是可靠的, 该方法用于求解柱

的侧向挠度 f 是可行的。

2　影响 Γ的主要因素及其计算结果可
靠性校核

2. 1　影响 Γ的主要因素

根据理论分析及文献 [ 4 ], [ 5 ], [ 10 ]可得出: 影

响 Γ的主要因素有长细比L 0öh , 荷载相对偏心距

e0öh (或 eiöh ) , 混凝土强度等级 c, 柱截面及其配筋

率的大小、钢筋型号及长期荷载作用的影响。

2. 2　Γ的计算公式及可靠性校核

2. 2. 1　Γ的计算公式

Γ= (ei + f ) öe i = 1 + f öei (7)

式中, ei 为计算偏心距, 对房建规范 GBJ 10- 88, ei=

e0+ ea , ea= 0. 12 (0. 3h 0- e0) , 对水工规范 ei= e0。

以 e0= M öN 、L 0öh 和混凝土强度等级为主要因

素, 利用 P4D 程序进行迭代计算, 可得出任一截面

f 值, 然后用公式 (7) 可得出任一截面上所需的 Γ
值。

2. 2. 2　计算成果可靠性校核　通过有限元迭代法

和规范的公式进行结果对比 (控制截面) , 以验证采

用有限元迭代法的可靠性。具体见文献[ 6 ], 下面仅

列两例进行比较。

例 1: 一矩形截面柱, b×h= 400 mm ×600 mm ,

混凝土强度等级为 C 20, 轴向压力设计值为 N =

2 562 kN , e0= 26 mm , 求 Γ。
解: 按水工规范

Γ= 1+ 1ö(1 400 e0öh ) (L 0öh ) 2Ν1Ν2 (8)

e0= ei= 26 mm

Ν1= 0. 5f CA öΧd N = (0. 5×10×400×600) ö

　　 (1. 2×2562×103) = 0. 39

L 0öh= 7 200ö600= 12< 5, Ν2= 1. 0

由 (8)式得　Γ= 1+ 1ö1400× (26ö600) 2×122×

0. 39×1. 0= 1. 86

按有限元选代法, 由 (7)式得　Γ= 1. 84。

例 2: 某纺织工厂的边柱为单层锯齿形结构, 经

排架分析, 边柱上的力示于图 2, 柱截面尺寸 350

mm ×450 mm , 采用Ê 级钢筋, L 0 = 1. 5×5. 7 m =

8. 55 m , 试分别按混凝土强度等级C 20及 C 30求 Γ值
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并进行相应的配筋计算。

解: 该柱的控制截面可能有 2 个, 一个为柱底截

面A , 而另一个为截面C。具体计算结果见表 2。

表 2　截面A 、C 的 Γ值比较

T able 2　Γ comparison betw een cro ss2section A and C

混凝土强度等级
Concrete

in tensity rate

规范公式
Standard fo rm ula

有限元迭代法
L im ited un it again and again

A C A C

C 20

C 30

ΓA = 3. 01
ΓA = 3. 01

Γc= 1. 493
Γc= 1. 493

ΓA = 2. 946
ΓA = 2. 45

Γc= 1. 30
Γc= 1. 132

　　由理论分析及表 2 可知: 在其他条件不变的情

况下, 随着混凝土强度等级的提高, 其截面刚度也随

之增大, 故 f 随之减小, Γ相应的减小。需要指出的

是, 本例中混凝土等级为C 20, C 30时, Γ值是相同的,

其原因在于规范公式中 Ν1= 0. 5f cA öΧd N , 且 Ν1> 1

时取 Ν1= 1。在C 20时, Ν1> 1, 在C 30时, Ν1µ 1, 而只能

取 Ν1= 1 所致。在计算柱底截面时两种方法所得结

果是一致的 (当 Ν1≤1 时) , 而计算其他截面则相差

较大。在配筋计算时, 所采用的截面必须是控制截

面。以该柱为例, 经比较 ΓcM c> ΓAM A , C 截面为柱的

控制截面, 当采用混凝土等级为C 30且对称配筋时,

按有限元迭代法得出的 Γ值进行配筋计算 (每侧配

筋量) 比采用规范公式 Γ 值所得的配筋量节省

50. 6%。由此可见, 在某些情况下用规范公式计算柱

任一截面结果过于保守, 而用有限元迭代法计算 Γ
是合理的, 具有较强的实用性。

3　结　论

1) 针对现行规范 Γ公式在应用中的缺陷, 本研

究提出考虑二阶弯矩影响的有限元迭代法计算 Γ值

是合理的, 可用于结构设计。

2)本方法适用于 8≤L 0öh≤30 的长柱, 且端弯

矩为非矩形分布的情况。同样也适用于端弯矩为异

号分布情况, 具体见文献[ 6 ]。
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Abstract: To be in ligh t of the fau lt of increase coeff icien t of b ias d istance Γ fo rm u la in cu rren t RC
standard in p ract ice, con sidering the influence of tw o stepped mom en ts by u sing lim ited un it theo ry again
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