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关于微积分基本概念的注记
α
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　　[摘　要 ]　从与微分中值定理保持统一性的观点出发定义微分,基于N ew ton2L eibn iz微积分基本公式定义定

积分,建立相当于微分中值定理逆命题的辅助定理,并据此严格叙述定积分的微元法。
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　　在参加教育部“面向 21世纪高等农林院校本科

数学教学内容和课程体系”课题研究中,笔者曾经对

微积分的体系进行了思考和探讨,并对若干重要之

处进行了修改和完善,这些已经部分地体现在笔者

编写的教材中[1, 2 ]。为了推动这项改革,现就微积分

基本概念作如下注记,以期得到大家的指正和引起

大家的讨论。为了便于叙述,本文恒设 ∃x > 0. 其实,

向 ∃x < 0情形的推广是很简单的,故略去。

1　微　分
定义微分时,应与微分中值定理保持统一性。

定义　设区间 [a , b ]的长度为 ∃x = b- a , x 0∈

[a , b ],函数 f (x )在 x 0 点处可导,导数为 f ′(x 0) ,则

定义

f ′(x 0) ∃x

为函数 f (x )在 x 0 点关于区间[a , b ]的微分。

可以证明,当 ∃x→0时,微分 f ′(x 0) ∃x 是增量

∃y = f (b) - f (a )的线性主部,即误差为 ∃x 的高阶

无穷小。

又据L agrange微分中值定理,设 f (x )在[a , b ]

上连续,在 (a , b)内可导,则必有 x 0∈ (a , b) ,使

∃y = f (b) - f (a) = f ′(x 0) (b- a) = f ′(x 0) ∃x.

这样定义了微分后,微分中值定理就进一步深

化和补足了微分概念. 这样定义了微分后,定积分的

微分元素法,即微元法,才真正名副其实。

2　定积分
笔者把N ew ton2L eibn iz 微积分基本公式作为

定义定积分的依据。

定义 1　设 F (x )在[a , b ]上连续, f (x )在 (a , b)

内连续,且

F′(x ) = f (x ) , x∈ (a , b) ,

则定义

∫
b

a
f (x ) dx = F (b) - F (a).

　　定义 2　设∫
b

af (x ) dx 和∫
c

bf (x ) dx 已有定义,则

定义

∫
a

b
f (x ) dx = -∫

b

a
f (x ) dx ;

∫
c

a
f (x ) dx =∫

b

a
f (x ) dx +∫

c

b
f (x ) dx.

　　本来, R iem ann 的定积分定义是严格的分析定

义,但对农林院校教学而言,该定义有明显的缺点:

首先是定义复杂; 其次是定义所涉及的极限既非数

列极限, 又非函数极限, 要真正理解, 难度较大; 最

后,在应用问题中,该定义既难于直接判断定积分的

存在性,也未直接提供将积累量写成定积分形式的

具体可行的方法。

应用中常见的定积分问题是连续函数的积分,

或者至多有有限个不连续点的函数的积分。笔者的

定义满足了应用中常见问题的需要,虽然不能包括

几乎处处连续的有界函数积分的一切情形,但对于

至多有有限个不连续点的有界函数的积分,笔者的

定义与R iem ann 定义完全等价,并且笔者的定义简

明得多。此外,还必须指出,本定义实际上包括了有

有限个无穷间断点的函数积分的定义。

3　微元法
微元法应该是积分定义的补充。

先建立相当于微分中值定理逆命题的辅助定
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理。

辅助定理 1　设 F (x )在 [ a , b ]上连续, f (x )在

(a , b)内连续,如果任取[c, d ]< [a , b ],恒有 x 0∈ (c,

d ) ,使

F (d ) - F (c) = f (x 0) (d - c) ,

则恒有

F′(x ) = f (x ) , x∈ (a , b).

辅助定理 2　设 F (x )在 [ a , b ]上连续, f (x )和

g (x )在 (a , b)内连续,如果任取 [c, d ]< [a , b ],恒有

x 1∈ (c, d ) , x 2∈ (c, d ) ,使

F (d ) - F (c) = f (x 1) g (x 2) (d - c) ,

则恒有

F′(x ) = f (x ) g (x ) , x∈ (a , b).

根据辅助定理,定积分微元法的严格叙述应为:

微元法 1　设积累量 I 分布在区间[a , b ]上,如

果存在 (a , b)内的连续函数 f (x ) ,使对于任意部分

区间[c, d ]< [a , b ]上的部分积累量 I [c, d ] ,恒有 x 0∈

(c, d ) ,使

I [c, d ]= f (x 0) (d - c) = f (x 0) ∃x ,

则该积累量可以表示为定积分

I =∫
b

a
f (x ) dx.

　　微元法 2　设积累量 I 分布在区间[a , b ]上,如

果存在 (a , b)内的连续函数 f (x )和g (x ) ,使对于任

意部分区间[c, d ]< [a , b ]上的部分积累量 I [c, d ] ,恒

有 x 1∈ (c, d ) , x 2∈ (c, d ) ,使

I [c, d ]= f (x 1) g (x 2) (d - c) = f (x 1) g (x 2) ∃x ,

则该积累量可以表示为定积分

I =∫
b

a
f (x ) g (x ) dx.

　　以上叙述中,如将所有开区间改为闭区间,也是

正确的。以上叙述还可进一步推广。

微元法 3　设积累量 I 分布在有界平面单连通

闭区域 2 上。如果存在 2 上的连续函数 f (x , y ) ,使

对任意部分单连通闭区域 ∃2 < 2 上的部分积累量
I ∃2 ,恒有 (x 0, y 0)∈∃2 ,使

I ∃2= f (x 0, y 0) ∃Ρ,

式中, ∃Ρ为 ∃2 的面积, 则该积累量可以表示为重

积分

I = κ
2

f (x , y ) dΡ.

微元法 4　设积累量 I 分布在有界平面单连通

闭区域 2 上. 如果存在 2 上的连续函数 f (x , y )和 g

(x , y ) ,使对任意部分单连通闭区域 ∃2 < 2 上的部
分积累量 I ∃2 ,恒有 (x 1, y 1)∈∃2 , (x 2, y 2)∈∃2 ,使

I ∃2 = f (x 1, y 1) g (x 2, y 2) ∃Ρ,

式中, ∃Ρ为 ∃2 的面积, 则该积累量可以表示为重

积分

I = κ
2

f (x , y ) g (x , y ) dΡ.

这样叙述的微元法,不仅严格,无二义性,而且

具有较强的可操作性。

[参考文献 ]
[ 1 ]　王乃信. 关于微积分体系的思考[J ]. 西北高等农林教育, 1997, (3) : 14- 15.

[ 2 ]　王乃信. 微积分[M ]. 北京:高等教育出版社, 2000.

[ 3 ]　华罗庚,王　元. 有限与无穷,离散与连续[J ]. 科学通报, 1963, (12) : 4- 21.

Comm en t O n the fundam en ta l concep ts of ca lcu lu s

W ANG Na i-x in ,L U En - shuang,W U Yang-hui
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T h is paper defined the differen t ia l from a po in t of view to keep the un if ica t ion w ith m ean

value theo rem of differen t ia l, defined the defin ite in tegra l on the basis of N ew ton2L eibn iz fundam en ta l fo r2
m u la fo r calcu lu s, and estab lished the aux iliary theo rem s as inverse p ropo sit ion of m ean value theo rem of

differen t ia l, and strict ly described the m ethods of d iffen ren t ia l elem en t fo r defin ite in tegra l.
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