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Box-Cox 变换的黄金分割法实现
Ξ
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　　[摘　要 ]　提出可以使用黄金分割法确定Box2Cox 变换中的参数, 给出了一种计算步骤。提出了通过多搜索

几个区间和回归诊断来更大限度地保证所确定出的参数是合用的。并从理论分析和实例检验两方面说明了与一维

格点搜索法相比, 使用黄金分割法确定Box2Cox 变换中的参数计算量较小, 容易使计算结果达到较高的精确度, 且

易用性也有所提高。
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　　通常在讨论线性回归模型时, 总要假定: 回归函

数线性, 各次试验误差齐性, 各次试验误差相互独立

以及各次试验误差服从正态分布[1 ]。但在实际问题

中这些假定不一定都能得到满足。如果实际问题中

这些假定的部分或全部得不到满足时, 在这些假定

基础之上的各种讨论就根据不足了。在这种情况下,

为了继续使用上述假定基础之上的各种讨论结果,

可以使用Box 与Cox 提出的一类应用较广的Box2

Cox 变换, 有望使最后的回归模型满足上述 4 项假

定的要求[1～ 3 ]。要使用Box2Cox 变换, 首先必须对这

个变换中的参数作出合适的估计。现有的确定Box2

Cox 变换中参数的方法是一维格点搜索法 [1～ 2 ]。

Zarem bka [4 ]、李选举[5 ]曾对如何快速方便地实现确

定Box2Cox 变换中参数的一维格点搜索法作过研

究。除此而外, 关于如何确定Box2Cox 变换中参数

的方法, 未见有其他报道。黄金分割法是一种解最优

化问题的直线搜索方法。本文将对如何使用黄金分

割法确定Box2Cox 变换中的参数进行探讨, 旨在寻

找出一种确定Box2Cox 变换中参数的新方法, 与一

维格点搜索法相比, 新方法计算量较小, 容易使计算

结果达到较高的精确度, 且易于使用。

1　Box2Cox 变换及参数的似然估计量

1. 1　Box2Cox 变换

　　Box2Cox 变换为

y
(Κ) =

y Κ - 1
Κ , Κ≠ 0

ln (y ) , Κ= 0

(1)

其中 y > 0, Κ为待定参数。虽然此变换要求 y > 0, 但

当此条件不满足时, 只要作一平移即可, 以下假定

y > 0。

1. 2　Κ的似然估计量

考虑可观测的随机变量 y 关于一般变量 x 1,

x 2, ⋯, x m (m Ε 1) 的线性回归问题, 且有观测数据

(x i1, x i2, ⋯, x im , y i) , i= 1, 2, ⋯, n。对于任意的 Κ∈

(- ∞, + ∞) , 令

z
(Κ)
j =

y
(Κ)
j

(∏
n

i= 1
y i)

Κ- 1
n

, 　j = 1, 2, ⋯, n (2)

其中 y
(Κ) 由 (1) 式计算, 则可建立 z

(Κ) 关于 x 1, x 2, ⋯,

x m 的线性回归方程, 求出其残差平方和, 这里记为

S S E (Κ, z
(Κ) )。如果 Κδ使

S S E (Κδ, z (Κδ) ) = m in {S S E (Κ, z (Κ) ) , Κ∈ (- ∞, + ∞) },

则 Κδ为 (1)式中 Κ的似然估计量[1～ 3 ]。

2　用黄金分割法确定 Κ的算法

黄金分割法是适应面比较广的一种直线搜索方

法, 适应于在搜索区间[a , b ]上的任何单谷函数求极

小值点的问题[6 ]。所以, 完全可以使用黄金分割法在

给定的区间[a , b ]上搜寻出一个 Κδ, 并用这个 Κδ作为

Κ的似然估计值。
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参照实施黄金分割法的一般步骤[6 ]和笔者使用

黄金分割法的经验, 下面列出使用黄金分割法在区

间[a , b ]上搜索参数 Κ的似然估计值的计算步骤。

①输入 (x i1, x i2, ⋯, x im , y i) , i= 1, 2, ⋯, n;

②令 Β= 0. 5 ( 5 - 1) , Χ= 1- Β;

③确定 Κ的初始搜索区间[a , b ], 终止限 Ε;

④计算 Κ2= a+ Β(b- a) , s2= S S E (Κ2, z
(Κ2) ) ;

⑤计算 Κ1= a+ Χ(b- a) , s1= S S E (Κ1, z
(Κ1) ) ;

⑥如果ûΚ2- Κ1û < Ε, 则输出 Κδ= 0. 5 (Κ1+ Κ2) ; 否

则, 即ûΚ2- Κ1ûΕ Ε, 转⑦;

⑦如果 s1Φ s2, 则置 b= Κ2, Κ2= Κ1, s2= s1, 然后转

⑤; 否则, 即 s1 > s2, 则置 a = Κ1, Κ1 = Κ2, s1 = s2, Κ2 =

a+ Β(b- a) , s2= S S E (Κ2, z
(Κ2) ) , 然后转⑥。

从理论上讲, 在上述算法步骤⑤中完全可以用

Κ1= a+ b- Κ2 代替 Κ1= a+ Χ(b- a)。因为 a+ Χ(b-

a) = a+ b- Κ2。但如果这样, ④中Κ2 所产生的误差将

可能在⑤到⑦的循环中积累过大, 从而使⑥中的终

止条件始终不能到达。

3　可能出现的问题及解决办法

至今, 还未有文献证明 S S E (Κ, z
(Κ) ) 为 (- ∞,

+ ∞)上的单谷函数。如果 S S E (Κ, z
(Κ) ) 不是 (- ∞,

+ ∞)上的单谷函数, 上述黄金分割法所得 Κδ不一定

是全局最优的。其实, 一维格点搜索法也存在这一问

题。笔者认为可以采取如下的办法来解决这一问题。

1) 可以多搜索几个区间 (每个区间可小些) , 然

后取 S S E (Κ, z
(Κ) )的最小者所对应的 Κ作为 Κδ。

2) 求出 y′= y
(Κδ) 与 x 1, x 2, ⋯, x m 的线性回归方

程 yδ′= b
′
0+ b

′
1x 1+ ⋯+ b

′
m x m 和残差 e

′= y
′- yδ′, 然后

利用回归诊断的各种方法对回归模型是否满足本文

开头所列的 4 项假定进行诊断 (如考察残差图 yδ′—

e
′等) , 以确定在 Κ= Κδ时Box2Cox 变换是否合用。

4　与一维格点搜索法的比较

4. 1　一维格点搜索法

　　确定 Κ的一维格点搜索法是, 先给出一系列的

Κ值 (一般为具有相同间隔的一系列点) , 对固定的 Κ

值, 由 (2) 式计算出 z
(Κ)
j , j = 1, 2, ⋯, n , 求出相应的

S S E (Κ, z
(Κ) )。如果 Κδ使

S S E (Κδ, z
(Κδ) ) = m in {S S E (Κδ, z

(Κδ) ) ,

Κ为给定的一系列值}

则认为这个 Κδ为要求的 Κ的似然估计值。

很明显, 寻找 Κ的一维格点搜索法的原理比较

直观, 容易理解, 使用也比较方便; 但也存在着一些

不能令人满意之处: 对于所取的一系列 Κ值, 如果相

临 Κ值之间的间隔过大, 将可能导致寻找的 Κδ不够

精确; 如果相临 Κ值之间的间隔过小, 又可能会导致

大的计算量。

4. 2　与一维格点搜索法的比较

4. 2. 1　易用性　当使用一维格点搜索法时, 如果要

给的一系列 Κ值之间有规律可循 (例如等距节点) ,

只要给出少量的几个数值, 计算机即可完成搜索。在

这种情况下, 黄金分割法与一维格点搜索法在使用

方便性上基本相同。因为在实施黄金分割法时, 只需

给出搜索区间和终止限即可。当要给的一系列 Κ值

之间无规律可循时, 使用一维格点搜索法就不如黄

金分割法方便了。

4. 2. 2　计算量　用黄金分割法确定 Κ值是通过按

照 0. 618 的比率不断缩短搜索区间的办法来确定 Κ

值的, 与之相比, 在相同计算精度要求下, 一维格点

搜索法要计算更多次数的S S E (Κ, z
(Κ) )。所以在相同

的搜索区间和相同的搜索精度要求下, 黄金分割法

一般比一维格点搜索法计算量小。

4. 2. 3　计算精确度　由本文前面的讨论知, 当

S S E (Κ, z
(Κ) ) 是区间 [ a , b ]上的单谷函数时, 且使用

一维格点搜索法所给的一系列 Κ值都处于区间 [a ,

b ]上时, 一定有

S S E (Κ1, z
(Κ1) ) Φ S S E (Κ2, z

(Κ2) ) , (3)

其中, Κ1 和 Κ2 分别为黄金分割法和一维格点搜索法

在区间[a , b ]上搜索到的 Κ值。因为

S S E (Κ1, z
(Κ1) ) = m in {S S E (Κ, z

(Κ) ) , Κ∈ [a, b ]}。

　　当 S S E (Κ, z
(Κ) ) 不是区间 [ a , b ]上的单谷函数

时, 通过本文第 3 部分所提方法, 亦可有 (3)式。可见

黄金分割法比一维搜索法更容易使计算结果达到较

高的精确度。

5　应用举例

表 1 列出了某地区所产原棉的纤维强力 y 与纤

维的公制支数 x 1、纤维的成熟度 x 2 的 28 组数据[1 ]。

对于表 1 中的数据, 在计算机上用M A TLAB
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语言, 使用一维格点搜索法寻找 Κδ, 为使精度达到小

数点后 2 位, 取 Κi= - 1+ 0. 01i, i= 0, 1, ⋯, 600, 结

果得 Κδ= 2. 09, 费时 0. 44 s; 同样, 在区间[ - 1, 5 ]上

寻找 Κδ, 使用本文所提寻找 Κδ的方法, 取 a= - 1, b=

5, Ε= 0. 000 1, 亦可得 Κδ= 2. 09, 而显示时间却是 0。

表 1　原棉纤维强力数据

T able 1　Strength data of raw co tton fiber

序号
O rder

公制支数
x 1ö(m·g- 1)
M etric coun t

成熟度 x 2

M aturity
纤维强力 y ög

Strength
序号

O rder

公制支数
x 1ö(m·g- 1)
M etric coun t

成熟度 x 2

M aturity
纤维强力 y ög

Strength

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

5 415
5 700
5 674
5 698
6 165
5 929
7 505
5 920
7 646
6 556
6 475
5 907
5 697
6 618

1. 58
1. 38
1. 57
1. 55
1. 52
1. 60
1. 14
1. 50
1. 18
1. 27
1. 50
1. 50
1. 54
1. 20

4. 03
4. 01
4. 00
4. 09
3. 73
4. 09
2. 95
3. 90
2. 89
3. 48
3. 60
3. 77
3. 94
3. 66

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

6 208
5 798
5 551
6 089
6 060
6 059
6 370
6 102
6 245
6 644
6 191
6 352
5 999
5 815

1. 70
1. 59
1. 61
1. 57
1. 53
1. 55
1. 45
1. 49
1. 50
1. 45
1. 58
1. 50
1. 59
1. 70

3. 81
4. 00
4. 19
3. 81
3. 96
3. 93
3. 72
3. 84
3. 88
3. 38
3. 76
3. 79
3. 79
4. 09

　　注: 数据来源为文献[ 1 ]第 38 页。

N o te: T he data refer to the reference docum ent N o. 1, on page 38.
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Go lden sect ion search fo r actua lizing Box2Cox tran sfo rm at ion

L IU Y ing-zhou,W U Yang-hui,Y UAN Zh i-fa ,W ANG Na i-x in
(Colleg e of L if e S ciences, N orthw est S ci2T ech U niversity of A g ricu ltu re and F orestry , Y ang ling , S haanx i 712100, Ch ina)

Abstract: T h is paper b rings up that go lden sect ion search can be u sed to search fo r the param eter in

Box2Cox tran sfo rm at ion and offers a k ind of step s in compu ting it. By search ing fo r the param eter in mo re

sect ion s and u sing regression diagno sis, the estab lished param eter is en su red to be mo re su itab le. T heo ret i2

cal analysis and experim en ts show : comparing w ith a dim en sion la t t ice search, the search ing fo r the param e2

ter in Box2Cox tran sfo rm at ion by go lden sect ion search has less calcu la t ion, and it is easy to get mo re accu2

ra te resu lt and is mo re app licab le.

Key words: linear regression; Box2Cox tran sfo rm at ion; a d im en sion la t t ice search; go lden sect ion search
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