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凸函数极小值点集与梯度神经网络的极限点集
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〔摘 要 〕 给出了凸函数极小值点集的几何特征
,

它是
”

中的一个单连通子集
。

用神经网络求解优化问题
,

必须考察的问题是网络的极限点集结构 对梯度神经网络的极限点集进行详细分析
,

主要结果是对凸函数来说网

络的极限点集就是该函数的极小值点集
,

而这恰是梯度网络求解凸函数总体极值时
,

网络能够全局稳定收敛的条

件
。
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近年来用神经网络求解优化问题的研究非常活

跃
,

这些网络模型都是由常微分方程所刻划的网络

系统 一 , 。

一般方法是将网络的平衡点集与目标函

数的最优解集对等
,

在 意义下说明网络

的平衡点集是渐近稳定的
,

以期达到求解最优解的

目的
,

文献〔 〕就是以此模式考虑了线性规划
、

二

次规划以及凸规划的神经网络求解
。

由于网络是由

常微分方程所刻划的
,

对网络的极限点集分析就显

得很重要
,

上面所提到的文献对这个问题却未涉及
。

本文通过对凸函数极小值点集的详细分析
,

得到了

一种广泛应用的梯度神经网络的极限点集
,

即凸函

数最优解集的结论
。

考虑以可微凸函数 之负梯度一 为

向量场的网络系统

一 甲了
,

这里 是开凸集 上的
“ 凸函数

,

从而 式

满足解的存在唯一性
,

凸是指 对任意
,

扩 任

及 任 意 几 , 久 任 〔
, , 人 又 有

又 , 之 又 , 又
。

一个一般的 维

网络系统是指

函数 的最优解集定义为
‘

一
’

镇
, 。

关于 凸函数 最优解集的几何结构以及它与

式的极限点集之间的关系是本文讨论的主要问

题
,

其中几何特征及极限点集的非空性结果 由下面

的定理所描述
。

定理 设 为 的最优解集
,

则有

①
‘

一中或
‘

是 的单连通子集

②设 的极小值点集
’

非空
,

则由 式定义

的神经网络任何轨线的 。 极限点集 口 非空
。

本文的主要结果 定理 与定理 的证明以如

下几个引理为基础
。

引理 阂
‘

是可微凸函数 的总体极小

值点当且仅当甲 ’ 一 。
。

引理 凸函数 的总体极小值点集
‘

是

凸集
。

引理 对所有
,

沿 式的解曲线

的 导数 少 镇 。 并且 少 一 。,

且 任
· 。

这里

少 二 一 ,

其 中 是 式 的 满 足

,

一一
一

这里 是映开集 仁 到 的局部

映射
,

系统 式的平衡点是指 的点
,

其过 的解曲线
,

二 的 。 极限点集

定义为
口 少 夕 , , 。 ,

二 的解曲线
。

、

, 。。 二
, 、 , , 、

证明 由 一理书书已 一 甲
,

赘二
·

, 一

二“
‘ ,

一
” 、一 ”

一 甲
,

这里
,

表示 内积
,

知 少

而 少 当 且 仅 当 甲
,

即甲 一 。,

故
’ ,

引理证毕
。

—
二二匕 —
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一
一引理 设 是 任 上可微凸函数

,

则对

任意
,

有

一 【甲 一 甲 〕》 。
。

定理 的证明 若
‘

护甲,

则由引理 知
‘

是

凸集
。

任取
,

扩 〔 ,

函数
‘ 一 扩

是连接
,

扩 的连续弧
,

从而
‘

是弧连通集
,

而

中的弧连通集必为单连通集
,

定理的①获证
。

任取
,

由引理 知甲
’ ,

考虑函

数

,
一

二 ,

“ 岌 , 代丁 丈
艺

因此
,

由微分方程解 的延 拓定理 知 在
,

毛

,

上有定义 而且上式说明 在紧集 。

一
‘

成 内
,

再 由 聚 点原

气 少 一 下
,

】 一
乙

一
,

一
份 ,

沿 式的导数

’
, , , , 、 、 , 二 ,

, , 下忿 一
一 , 一 气

不

一 一 甲

一 一
‘

〔甲 一 甲
‘ 。

由引理 知亡《 。,

即 沿 式的解曲线是递

减的
,

故任何从紧集

】 一
’ “ 成

内出发的解 满足

理知 口 非空
,

定理的 ②获证
。

关于 的极小值点集与 的极限点集之间的

关系有下面定理 的结果
。

定理 设 的极 小 值点集 非 空
,

则 有

一口
。

证明 设 任
‘ ,

则由引理 知甲
‘

二
。

从而对所有
,

是 的平凡解
,

故
’

口 反之
,

设
‘

是某解曲线
“

之 。 极限点
,

从而

存在
,

,
, ,

使
’ 。 。

由
‘

非空知

有下界
,

而由引理 可知
” 二

单调不增有

下界
,

因此极限 “ ,

存在
,

由连续性得
’ , ,

即 在 日 上取常数
,

故

对 任 。有 少
,

再由引理 知 了 〔夕
,

定理

证毕
。

, 、 、
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工 叹 少务之 气工 气 二丁 气 夕 一 工
‘
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