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[摘 要] 给出了一般 内插空间中线性 一致有 算子序列逼近的正 逆定理 ，作为应用 ． 

用 Meyer—Konig and Ze]ter算子和 Bernstein葬子给出了一类特殊 的内插 空间中一致逼近的 
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设 ，(T)为Eo，1]上之实函数，则所谓的 Meyer—Konig and Zeller算子为 

(1) 

所谓的Bernstein算子为B (，； )一 ，(告)6 ( ) xE Eo，1]， (2) 
其中， ． ( )一f?1 (1--x) 。 J 

令 C。={fC-C[O，1]：f(O)一，(1)一0j，c； (fECo：FECB(o，1))(这里 CB(O，1)指 

在 (O，1)上有界连续的函数类)，并赋予范数 II川  supl ( )}。 

作 K泛函 K(t；，)一 inf (IIf--gII c+tII gII《) (O<f≤1)， 
F∈c； 

及中间空间(c。，c；) 一{fECo：II f II t。o．《) II— su p [f一； ( ；，)]<+。。)， 

和 Zygmund类 Lip睥一{，∈c~o，1]： (厂； )一0( )， 一0j 

其 中 ， (，； )= 
∈

s

_̂ _

u

1

p
一  

l，( + )̂一2f(x)4-f(x一 )̂I。则对 0<n<2有 妇 

IBn(， 一几 1 0( 】i目，∈(Co (3j 

IMAf 一，( )t一0( }i目，∈ (c。，c (4) 
显然 ，(co，c；)。为一特殊的内插空间 式(3)，(4)提示，可否在一般的内插空_司[朝内考虑此 
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娄问题。 

为此，先给出一个一般性的结果 ．用 留 (L4一上}，c)表示将空间 中的元素映射到空间 

B中的线性有界算子的集合。则有下面的定理 l。 

定理 1 设空间偶(山 ，』4 )及线 I生算子列 L ∈国( ．一 ，c)( =0，1)，A CA⋯L∈ 

国 (A。一A1，c)，且对 O< 有 

(1) fl L )lf一 ≤ fl l̈ Ⅱ∈ A。； (5) 

(Ⅱ) lf，J ( )lI ≤ Mn lI" d∈ A。； (6) 

(Ⅱ) ll，J ( )lf一．≤ fl lj ．， ∈A ； (7) 

(Ⅳ) f1 L ( 1)一 ljl̂ ≤ Mn～ I1Ⅱlll̂．，口1∈ A 。 (8) 

此处 肘 表示常数。当 日∈A。时 ．对 l≤口<+。。，O< <口有 

。+(耋( ㈤ ) ～ 嘲K 川 +lJ (9) 
且当 口一∞时 ，对 Ⅱ∈A。(0< <口)有 lj，J )一 ll=o(n一 ) K(，，d)一o(，)。这时 K 

泛函 K0，n)为 K( ， )一 (0 a--aI ll + l al f1 AI)。 

证明 先证明充分性 。对任意 ∈(山 ，A：) 有 

lJ工n )一 d ll 。≤ ll L 一 -) 十 ll L (口 )一 Ⅱ l】̂o+ fl — f1 ≤ 

( + 1)(1j — ll 、+ n～ IJ Jl̂ )。 

两边对 取 inf有 ll，J (口)一日』 ≤ (肘_-1)K(n～， )，困此 
∞  一 0 

∑【n lj L (n)一n『1 ) =∑ ∑ (n lj L ( )一n f1 ) ≤ 
n一 1 。 ‘= O “ 

～  2̂  
一 1 

∑ 2。∑ I 2 -) ( +1)K(2一， )J ≤ 

((肘 + 1)2 ) ln2 了dt≤ 

MlJ。(￡一 ( )J --dt。 

因此 ，对 d∈A。有 

f耋 n) n l 圳 J 了dt 。。 
下面证明另一个方面。由假设，对 ∈A。及 n ∈A 有 

II L )II一．≤ II L (Ⅱ)一 L( )／Î + II L(d )JÎ．≤ 

Mn (II d～ l II AI n～ 口1 IÎ．) 

困此有 II L (Ⅱ)II ．≤肘n K( ～， )。 (10) 

取 r为正数(待定)，由K泛函的性质得 

= 』o [t-~K( n) 了dt ≤r in r∑[ K(r‘。。。，口) 

)  
口 

0 

厂 

一 

．̂ ．．．，  
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取 月 使r ≤ ̂≤r 且 II (日) d II 一
，
。≤

ra in
一  

II )一d II ’则由 K泛函的定义有 

K(r— ，n)≤ f}n L， ( )ii +r 。II L (n)II Ai≤ ii n—L， )II Ao+r 。 ( f t )≤ 

JI n—L ( )II,4v一Ⅳ(r--K~k) Jl d—L )II ，+Mr II L )II AI≤ 

II n—L (d)I Ĵ +∑ (r一 一 ) ̂ II n—L ⋯ II -_̂ (nor-iYK( ，n)。 

II。一 (n II J ， 

薹 蓦 ) +Il _l( l̂n) ， 

K (no ，d)≤ K(1 

(2M )志 ，则有 

一～ 。) ¨ K ，d)】 。由凸函数的性质有：I~C(I + + 。)，因为 

，。)≤c(常数)，因而厶≤c (r8~M) 。选择r使 一w<吉。如可选r> 一̂0 Z 

I。≤c妻( M) ≤c妻 <+。。， 
；̂ ” ^=0 。 

1
—

1 

I-≤。 ( 一L 。(。)ll～】 ≤
1 一 一 “ 

。 f II。一Ln(d)II 吉<+。。。 

∑ (一一 ) II L．1( )IÎ 

不失一般性 ，令 o<c一 (r⋯M) <+。。，则 

c群 ～⋯蓦 ；oII a-L．,(a)II．o『< 
( II —L ，(。)II ) ≤ 

∑(r w) 
一 0 

L ( )IÎ J ≤ 

。 ( II d一 d II) 吉<+。。， 

∑ 

l{ 

，  

L  

一 

★  

H∑ Ⅲ 

∑ ㈦ 
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一 

6  
Il 
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因此有 ，≤c∑ I J —L0)f1 ) 1，从而(9)式得证。 

下面证明 g—oo时的情形 ，由(5)～(8)式，对 aEA。有 

K【 。，d)≤ I}d— L (d)IÎ -_ 。II L(n)IÎ1≤ 

0 d— L (d)f1̂ + 。n K(n一，d) 

取 AEN(A待定 )， --A一 ’( EN)及 EN ，”一l≤A < 则有 

K (A一。 ”，d)≤ M (A一 + ^一 K (̂ 一胡，d)) 

令 一^ ( 一哪，d)，则 +】mA 制 eK( _ ，a)≤ 

A A一 +A MA (A一州，a)=MA + 舶  。％ 。 

因为 口<口，因而选 A，使 As-~< ，这 时 ‰+】≤max{朋H ，‰)≤maxf ， I) 因为 = 

A (A～，d)< +oo，因此 u < +oo1~0K(A一 ，a)≤ 一 ，因而得 ∞)一0(，) 

充分性为显然的 因而有 (9)式成立 

作 为应用，给出了有关算子(1)和(2)式的具体结果。进一步令 C 一{ ECo： jgE 

c[。r1])，c ={gECo： 耆gEc ]及 一盖g E 。-．])且赋予半范数 

』g JI c 。一 ll g f1 — lf 厂号g c+ 一号g If ， g = 詈g c 

令 A0= ，A z=c 构成 内插空间(̂ 。，A ) ：(C，c ) ， (0< <1，l≤q≤+oo)， 

而对于算子 B (，； )，则 )--sc(1--X)；对于算子 (，； )，则 )一 (1-x) 。这时 

K 泛函为 K( )一K(t，G ，0 )一 i
∈
n f (『1，一gl1 q+t1l g1l印) 

定理 2 对 ，∈ (0<口< l，1≤口< +。。)有 

IIfII + 莹( f B (，)一川 J 】 ～IIfII +(f ( 一 ( 半) ；(11) 
。 。  

． ．
i 

及 ”，i1‘一(∑( 1{ (，)一fll‘) ) ～11，1{‘+ 

Jr (t-0K(f)) (12) 

当 q=oo时 0 B (厂)一，0 c=O(n )甘 ( )一0(，)， 

f1朋 (，)一， 。_--O(n )镩 0)=0(，) 

这里对算子 B 有 ( )= (1--x)，而对算子 有 )= (1一 ) 。 

要证 明(11)式需 要下面 引理 l。 

引理 1 对算于 B (，； )有下面几十关系 

(I) B (，)I J c ≤ II川  ，，E C。； 

(Ⅱ) I{B (，)“c ≤ Mn l{ ，，∈ C。； 

(Ⅲ) B (，)lf C ：≤ If，lI ，，E C。 ； 

 ̂

(Ⅳ) l1 B (，)一 ，1}‘≤ j1，j1‘ ，，E c 。 

证明 (13)式的证明。由Holder不等式 

(13) 

(14) 

(15) 

(1 6) 
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≤耋 。 
因为 B ( (1--f)} )≤ (1 

下面证 明(14)式 当 l≤ z(1--x)时 

由于 

x),
＼’k o{( 一 z) 【1一 ) 一 n )l，(生)6 )

。  

≤ 。 

l z n 

fIt‘ 

∑ l( 一nz) 一(1—2x)k—m 。l6 )≤2nx(1一 )，因而 

B：(Jr； )≤ l2 (1一 )l 一 {2n (1一 ) (1一 卜 }i II f II‘， 
因此 ( (1一 ))-一号tB：(f； )l≤ 4n l厂 。 

当 nx(1--x)~l时 ，由于 

) 薹f，( )_2，( ) ) ( 
因此 IB：(f； )I≤4 一j ：{8 (1一 )一{)}i I J，It。。 
这里 用到 了 

{( ～nz)：一(1—2 ) 一 }鲁(1一鲁) (z)≤2nz(1一z)( (1一z)+ ) 

2 (1一 )十鲁(1一告)) ． ． (z)≤8(z(1一 )一一 )。 月 

对于 g( )∈c：有 g“)一g )一 “一 )g，( )+』 J g ( )d ， 

因而 1B (g；z)一g(．r)1≤B l}g ll 』 j 

因为 

因此 

由于 

duds 

竺 ≤ 专暑 
IBm(g； )--g( )j≤ Ij g II c ( (1一 ))号一 ， 

IBA(t--~) l≤ (圳 一 {， 

lj B (g)--g corM l_glj co 。 

) nI¨ )一2g( )+g( )一 

(n--1) △ g(鲁 。 ) 一0 ，f 

一 厂 

∑ ㈨圳 

≤ 

此 

固 删 

= 

一 r 

(  

o‘ 一 

+ 一月 

及 
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r r 

c鲁 一 g"(u)duds+! 

眦  c 霹 k+l c卜k+ A ， 

因此 1或‘g)I~MII g11 i n【1一 ) 一 )≤ 

M 0 g I ( (1--x))i， 

因此 Ii鼠 (g)Ij ≤" ll gII印。 

由引理 1及定理 1知定理 2中的【11)式成立。下面证 明(12)式。由定理 1仅需证 明 

下面的引理 2。 

引理 2 对于算子  ̂(，； )，下面几个关系成立： 

(I) II M (，)』C≤ M l_fIIt，f∈ c ； (17) 

(I)  ̂(，)I1 0 ≤ Mn ll f C，f ∈ ； (18) 

(Ⅲ) II (，)I 。≤ M 0fII ，f∈ c：； (19) 

‘Il』) M (，)一fI{ ≤ flI c ，f∈c： (2 0] 

证 明 (17)式易证 。下面证 明(18)式，直接计算得 

其中， 

因 而 ， 

(， 一耋，( ) ) ( 
一  一  ]。一： ]}一 。 

当 )一 (1-x) 时 

)I≤ {妻 (圳 ( ))jl n +l} ‘。 ，⋯ 

因为 )I )Im )≤7( +1)，因而【18)式得证。 

下 面证 明(19)式 ，易证 

(，； )一(1一 ) 妻( 山)， 

g_tl~ ． ，一( +矗一1)[( +矗+2)，( }} )一 

2( +是+1)，( # +( + )，( )]。 

(21) 

(22) 

由于 

i —j： i ( )==i —j ! (”一 )≤2( -- 2k 2 1 + ) ( +矗)( + +2)、 矗 ( + + )( 一 ) 矗 ⋯ 、 矗 
则 

c t≤ s 』 c 1 一 +。誊 忐 ) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


174 西 北 农业 大学 学 报 第 28卷 

因 而 

因为 

因此 

c ㈩  ≤ 儿 。 

肌 ≤ 
(占； )一g( )I≤ II g II。：( )){ ((卜一 ) ； )≤ 

II印 )]} IMg(z)
。 

这里 用到 了关 系 

(1+ ) ≤ ㈣ 一 ≤ (1+ ) 

于是 II (g)一gIt‘≤警II gII 。 
因此(2o)式证明完毕 。由引理 2及定理 1得定理 2中的(12)式。 
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On approximation by M eyer—Konig and Zeller operators 

and Bernstein operators in interpolation spaces 

ZHA G San—ao 

(Department ofMath ．＆ oilCollege ofArts and Science，Baoji．Slmanxi 721007．China) 

Abstract：The direct and inverse theorem of approximating by linear bounded 

operator sequences in generalized interpolation spaces are obtained．In application，the 

characterization theorems of M eyer—Konig and Zeller operators and Bernstein operators 

in a special interpolation space are presented．The results obtained in this paper 

generalize the correspondences in classical Zygmund class． 

Key words：interpolation space；M eyer—Konig and Zeller operators：Bernstein 

operators 
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