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双联两铰拱涵墩台与顶拱联合作用的内力计算

冯家涛　杨建国
(西北农业大学水利与建筑工程学院 ,陕西杨凌 712100)

　　摘　要　将双联两铰拱涵的墩台与拱顶视为一整体结构 ,考虑墩台与顶拱的协同效应 ,

在文克尔假设基础上 ,根据力法原理提出了双联两铰拱涵整体结构内力计算的新方法。 实例

计算表明 ,本方法不仅揭示了拱顶破坏的机理 ,且使拱顶设计合理 ,墩台体积明显减小。
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双联两铰拱涵及多联两铰拱涵在水利水电工程中应用极为广泛 ,它们多由重力式墩

台及上部两铰拱组成 ,在外部荷载作用下顶拱与墩台总是协同工作 ,准确合理的结构分析

方法是应用有限单元法进行整体结构的内力计算 ,只有这样才能考虑到墩台与顶拱变形

的协调。然而这一方法相当繁琐 ,设计上极不方便。因而工程设计上为了简化设计及计算 ,

往往假定顶拱为拱座不动的两铰拱 ,单独计算拱及墩台的内力 [1 ]。 实践表明 ,按这一假定

设计的顶拱在拱顶处弯矩太小 ,而不安全 ;同时为保证拱座不动而设计的重力式墩台过于

胖大而不经济。为此本文根据墩台与顶拱协同工作的特点 ,应用力法原理提出了合理的设

计方法 ,供生产设计参考。

1　基本原理及计算公式

将图 1所示双联两铰拱涵 ,从拱座处分为 2个顶拱、 1个中墩、 1个边墩 ,共 5个脱离

体。在实际状态中 ,拱座处应作用着由外荷载和拱座水平位移所产生的垂直力 VA , VB ,

VC , VD和水平力 HA , HB , HC , HD ;方向皆以图中所示为正。

图 1　受力分析图 图 2　基本结构图
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取顶拱的基本静定体系如图 2,忽略中墩在 BC间的水平压缩 (或伸长 ) ,故 ΔB = - ΔC

= ΔZ ,由力法原理
[2 ]
得:

HA = HF
A - (ΔA + ΔZ ) /W

HB = HF
B - (ΔA + ΔZ ) /W

HC = HF
C + (ΔZ - ΔD ) /W

HD = HF
D + (ΔZ - ΔD ) /W

( 1)

式中: HA , HB , HC , HD分别为拱座 A , B ,C , D处实际产生的水平推力 (向内为正 ) ; ΔAP ,

ΔBP ,ΔCP ,ΔDP分别为外荷载在相应基本静定体系 (相应于 ΔAP的基本静定体系如图 2,余类

推 )内产生的相应水平位移 (ΔAP为 A拱座的水平位移 ,向内为正 ,余类推 ) ,其值可由附表

所给公式计算 ; W为在基本静定体系内 ,基本未知力 X = 1时产生的相应水平位移 (如两

跨拱结构尺寸相同 ,则W亦同 ) ,其值亦可由附表公式计算 ; VA , VB , VC , VD分别为拱座 A ,

B ,C ,D实际产生的水平位移 ,向外为正。

式 ( 1)中 H
F
i = -ΔiP /W,为拱座无水平位移时外荷产生的水平推力 ,这些推力可根据

荷载状态、结构尺寸利用附表和前面给出的公式计算。

显然 , ( 1)式中有 7个未知数 ( VA , VB ,VC ,VD及 ΔA ,ΔZ ,ΔD ) ,但方程式只有 4个 ,需补

充 3个条件才可求解。

设 ME , MF , MG, VE ,VF , VG , HE , HF , HG分别为墩台上所有外荷 (包括两铰拱传来的

全部支座反力 ,但不包括地基反力 )向墩台底部中点 E , F , G简化后得到的弯矩、垂直力

和水平力 (皆以图 1所示方向为正 )。M′E , M′F , M′G ,V′E , V′F ,V′G , H′E , H′F , H′G分别为除

拱脚传来的水平推力 HA , HB , HC , HD外 ,其余作用在墩台上的所有外荷 (仍不包括地基

反力 ) ,对墩台底部中点 E, F , G简化后得到的弯矩、垂直力和水平力。

则

ME = M′E + HAh

MF = M′F + ( HB - HC )h

MG = M′G + HD h

( 2)

VE = V′E　　VF = V′F　　VG = V′G ( 3)

HE = H′E - HA

HF = H′F + ( HB - HC )

HG = H′G + HD

( 4)

　　显然 ,垂直力 VE , VF , VG只引起地基的均匀垂直变形 ,弯矩 ME , MF , MG只引起地基

的不均匀垂直变形 ,水平力 HE , HF , HG只引起墩台底面沿地基面的水平滑动。均匀垂直
变形不引起拱座的水平移动 ,同时在拱圈中也不产生附加内力 ;如设计时考虑到抗滑稳定

的 S要求 ,则墩台就不会产生水平滑动。于是 ,在拱圈中引起附加内力的各拱座的水平移

动仅与地基的不均匀垂直变形有关 ,也就是说与 ME , MF , MG有关。 假定地基反力呈直线
分布且符合文克尔假定

[3 ]
,可以导出:

hE = ME /KO IE = ( M′E + HAh ) /KO IE

hF = MF /KO IF = [M′F + ( HB - HC )h ] /( KO I F )

hG = MG /K O IG = ( M′G + HD h ) /(K O IG )

( 5)

式中:hE ,hF ,hG分别为地基不均匀垂直变形引起的墩台转角 (图 1所示方向为正 ) ; IE , IF ,

IG为相应墩台基底截面的惯矩 ; KO为地基的弹性抗力系数 (亦称垫层系数 ) ,可参考文献

[1, 2 ]选用 ; h为墩台底面与拱座中心间的垂直距离 (见图 1)。

忽略墩台本身在外荷载作用下的剪切变形和弯曲变形 ,则根据几何关系得
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ΔA = hE h　　ΔZ = hF h　　ΔD = hGh　　 ( 6)

　　 ( 6)式就是对 ( 1)式补充的 3个条件。 将 ( 6)式代入 ( 1)式 ,化简后得:

HA = H′A - K ( HA + n HB - n HC )

HB = H′B - K ( HA + n HB - n HC )

HC = H′C - K′( HD - n′HB + n′HC )

HD = H′D - K′( HD - n′HB + n′HC )

( 7)

式 ( 7)中

n = I E /IF ; n′= IG /IF ; K = h2 /KO I EW; K′= h2 /KO I GW ( 8)

H′A = HF
A - ( M′E + nM′F ) K /h

H′B = HF
B - ( M′E + nM′F ) K /h

H′C = HF
C - ( M′G - n′M′F ) K′/h

H′D = HF
D - ( M′G - n′M′F ) K′/h

( 9)

当两边墩尺寸相同时 , IG= IE ,n′= n , K′= K ,则由 ( 7)式得:

HA =
( 1+ K ) ( 1+ n K )+ n K

( 1+ K ) ( 1+ 2n K+ K )
H′A -

nK 2

( 1+ K ) ( 1+ 2n K + K )
H′D -

n K

1+ 2n K + K
( H′B - H′C )

HB = -
K ( 1+ K + n K )

( 1+ K ) ( 1+ 2nK + K )
H′A -

nK 2

( 1+ K ) ( 1+ 2nK + K )
H′D +

1+ nK + K

1+ 2n K+ K
H′B +

nK

1+ 2nK + K
H′C

HC = -
n K 2

( 1+ K ) ( 1+ 2nK + K )
H′A -

( 1+ K + nK ) K

( 1+ K ) ( 1+ 2nK + K )
H′D +

n K

1+ 2nK + K
H′B +

1+ nK + K

1+ 2nK + K
H′C

HD = -
nK 2

( 1+ K ) ( 1+ 2n K + K )
H′A +

( 1+ K ) ( 1+ n K ) + nK

( 1+ K ) ( 1+ 2n K + K )
H′D +

nK

1+ 2n K + K
( H′B - H′C)

( 10)

　　当荷载还以中墩轴线对称分布时有: H′A = H′D , H′B = H′C ,则 ( 10)式可简化为:

HA = HD = [ 1 /( 1+ K ) ] H′A

HB = HC = [ ( - K ) /( 1+ K ) ] H′A + H′B

( 11)

　　当荷载不仅以中墩轴线对称分布 ,而且各跨拱所受荷载又以各拱对称线而对称分布

时 , H′A = H′B = H′C= H′D ,则 ( 10)式可简化为:

HA = HB = HC = HD = 1 /( 1+ K ) H′A ( 12)

　　当墩台与顶拱联合作用下的拱脚推力 HA , HB , HC , HD按 ( 10)或 ( 11)或 ( 12)式求出

后 ,问题即为静定的了。可用静力平静条件分别求拱和墩台中各断面的内力。

2　考虑弹性压缩时两铰圆弧拱的形常数W和载常数ΔP计算

如前所述 ,工程实践中的双联、多联及单孔两铰拱涵应用非常广泛 ,且多为圆弧形 ,其

上部荷载复杂多变 ,加之拱圈的弹性变形对整体结构的内力影响很大。 为此 ,作者根据结

构力学 [2 ]理论推求出了考虑拱圈弹性压缩时拱的形常数及载常数 ,以便应用本文方法分

析结构系统的协同效应 ,如附表。
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附表　考虑弹性压缩时两铰拱的形常数 W和载常数 ΔD

序
号

荷　载
简　图

W或 ΔP的
计算公式

系数 n与 m 的计算公式
序
号

荷　载
简　图

W或 ΔP的
计算公式

系数 n与 m 的计算公式

0 W= mR 3 /E I+ n R /EF m = T( 1+ 2cos2T) -
3
2

sin2T; n=T+ 1
2

sin2T

1
ΔD1

= m 1R
4 /E I +

n1 R2 /E F

m 1= T(
1
2

cosT- cos3T)+
1
2

sinT-
7
6

sin3T;

n1=
2
3

sin3T

2
ΔP

2
= (m 2eR4 ) /EI +

(n2eR2 ) /EF

m 2= 2. 5sinT-
11
6

sin3T-TcosT( 1. 5+ cos2T) ;

n2= sinT+
1
3

sin3T-TcosT

3
ΔP

3
= (m 3p R4 ) /E I+

(n3p R 2) /EF

m 3= { 1. 5sin2T-T( 1+ 2cos2T) } cosT;
n3= sinT( 2- cos2T)- TcosT

4
ΔP 4

= ( m4Vh d R4 ) /E I

+ ( n4Vh d R2 ) /
E F

m 4= ( 2T2 - 4. 5) sinTcosT+ 5Tcos2T-
1
2
T;

n4=
1
4

sin2T-
1
2
Tcos2T

5
ΔP 5

= ( m5VR5 ) /E I+

(n 5VR3 ) /E F

m 5= (
1
3
TsinT-

7
6

) sin3T+ (
11
6
TsinT+

1
2

)sinT+ (
1
2
TsinT-

1
2

T2+
43
44

+
13
72

sin2T) sin 2T-
T
2

cosT-
43
24
T;

n5=
2
3

sin2T- (
1
8

sin2T+ 1
16

) sin2T+ 1
8
T-

1
2
Tsin2T

6
ΔP 6

= (m 6e1R
4 ) /E I+

(n6e1R 2) /EF

m 6=
1

1- cosT{ ( -
41
72

cos2T+
11
12

cosT+
7

144
) sin2T+

2
3

sinT+ ( -

3
2

cosT+
1
2

cos2T- cos3T+
2
3

cos4T-
1
8

)T};

n6=
1

1- cosT
{ (

1
8

cos2T-
1
6

cosT-
3
16

) sin2T+
4
3

sinT+ (
1
2

cos2T

- cosT-
3
8

)T}

7
ΔP

7
= ( m7e′R4 ) /E I+

(n7e′R 2) /EF

m 7= (
29
24

cosT-
3
4

) sin 2T+ 1
3

sinT+ T(
1
2

-
5
4

cosT+ cos2T-
3
2

cos3T) ;

n7= (
1
4

-
1
3

cosT) sin 2T+ 2
3

sinT+ T(
1
2

- cosT)

8
ΔP 8

= ( m8e′R4 ) /E I+

(n8e′1R
2) /EF

m 8=
1

1- cosT
{

1
2

sinT+ sin 2T(
43
288

-
1
24

cosT+
1

144
cos2T)+

1
6

( 1

- cosT) 3(TcosT- sinT) -
5
4
T(

1
3

cosT+
1
4

) };

n8=
1

1- cosT
{ -

7
16
T+ sin2T( -

7
32

+
1
6

cosT-
1
16

cos2T)+
2
3

sinT}

9 ΔP 9
= - 2TΔ tR sinT Δt—升温取正值 ,降温取负值 ,即升温 ΔP9为负值 ,降温均匀温

度 ,ΔP9为正值。

10

ΔD10
= [ ( m10 q1 R4 ) /

( EI ) ]+ [ ( n10

q1R2 ) /( E F) ]
m 10= m sinT; n10= nsinT

11
ΔD11

= (m 11e″R4 ) /EI+

(n″e11R2 ) /EF
m 11= m ( 1- cosT) ; n11= n ( 1- cosT)

12
ΔP 12

= (m 12 e″1R 4 ) /E I

+ ( n12 e″1R2 ) /
EF

m 12= m ( 1- cosT) /2; n12= n ( 1- cosT) /2

　　注: R为横轴半径 ; EF为抗压刚度 ; E I为抗弯刚度 ; mi ,n i为无量纲参数 ; rn为拱圈材料容重 ; d为拱圈厚度 ; r为

拱背填土容重。
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3　结　语

经现行简化设计方法及本文设计方法对大量工程实例的对比计算 (因篇幅所限 ,各种

计算实例及各种方法的过程从略 ) ,可得到如下几点结论:

1)本文所提设计方法 ,将顶拱、墩台作为一整体系统来研究 ,真实地反映了多联两铰

拱涵的整体协同工作机理 ,指出了现行设计法的本质缺陷。

2)本文所提方法 ,考虑顶拱与墩台协同工作的设计思想不仅是对现行设计方法的重

大革新 ,而且还可应用到各种荷载情况下的多联拱涵设计 ,特别是对多联两铰拱效益更加

显著 ,使设计成果更加科学合理。

3)经过大量工程实例的对比计算表明 ,现行设计法的结果使拱顶推力偏大 ,拱顶弯矩

偏小 ,从而使拱顶设计偏于危险 ;同样使墩台推力偏大 ,使其体积胖大而不经济。这些现象

已被不少工程实践所证实。
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The Hypogene Calculation of Combined Action of Double

Hole Tw o-Hinged Arch Culv ert Pier and Top-Arch

Feng Jiatao　 Yang Jianguo
(College of W ater Conservan cy and Arch itectural Eng ineer ing , North western

A gricultural Univer si ty ,Yang lin g , Shaanx i , 712100)

Abstract　 Regarding the double hole tw o hinged arch culv ert pier and top arch as a

m assiv e st ructure, considering the synergetic effect and elastic forma tion of pier and top-

a rch and based on Winkers Hypo thesis, the paper puts fo rw ard the hypogene calculation

o f double hole two-hinged arch culv erts massiv e st ructure acco rding to the principle of

fo rce method. The example and calculation show tha t the method in this paper not only

reveals the arch f racfure mechanism but also a indicates reasonable design of arch crow n

and a smaller v olume of pier.

Key words　 double ho le tw o-hinged arch culv ert; pier; to p arch; synerg etic ef fect;

the analysis of inner fo rce
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