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摘 要 分析了刘徽割圆术的思想和算法，指出其倒造性和局限性．给刘徽割嚼卡以恰 

当的历史地位，并甩数值分析的方j击对刘擞的表述给予合理的解释． 

关键诃 九章算术 ， ! ，坚  。。 
中国分类号 里!l￡ 

《隋书·律历志》说： 魏陈留主景元四年(即公元 263年)刘徽注九章．”这里所说的 

刘徽是中国魏晋时代著名的数学家．他在为《九章算术》所作的注中独立地、完整地、创造 

性地提出了割圆术，并获得了当时世界上最精确的筒周率的值 本文对刘教割圆术的思想 

和算法加以客观分析，旨在恰当地解释和评价逮一中国数学史上的重要篇章． 

1 刘徽割圆术的内容 

刘徽的割圆术，是刘徽在为《九章算术》第一卷方田中的圆母术所作的注中提出来 

的 J，包括如下内容： 

1)刘徽首先解释了圆田术求圆面积的方法，然后指出“周三径一”是不对的，他说：以 

半周乘半径而为圆幂，“此以周径谓至然之数，非周三径一之率也．周兰者，从其六觚之环 

耳，以推圆规多少之较，乃弓之与弦也．” 

2)刘徽提出用割圆内接正六边形为正十二边形等步骤，使圆内接正多边形的面积逐 

次逼近圆的面积．进而又指出：“割之弥细 所失弥步．割之叉割，以至于不可割，刚与圆周 

合体而无失矣．觚面之外，又有余径．以面乘余径则幂出弧表．若夫觚之细者，与圆台体，则 

表无余径．表无余径，则幂不外出矣．” 

3)刘徽详述了割圆的算法，例如，关于割圆内接正六边形为正十二边形，他说：“令半 

径一尺为弦，半面五寸为勾，为之求股．以勾幂二十五寸减弦幂·余七十五寸，开方除之，下 

至秒忽，又一退法求其微数，微数无名者以为分子，以下为分母，约为五分忽之二，故得股 

八寸六分六厘二秒五忽五分忽之二．以减半径，余一寸三分三厘九毫七秒四忽五分忽之 

三，谓之小股，为之求弦，其幂二千六百七十九亿四千九百一十九万三千四百四十五忽，余 

分弃之，开方除之，即十二觚之一面也．” 

4)刘徽在计算了圆内接正一百九十二边形的面积后，对圆面积进行了大胆推断，从而 

获得了当时世界上最精确的圆周率的值．他说：“差幂六百二十五分寸之一百五，以十二觚 

之幂为率消息，当取此分寸之三十六以增于一百九十二觚之幂(即三百一十四寸六百二十 

五分寸之六十四)．以为圆幂三百一十四寸二十五分寸之四．” 
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5)刘徽验证了自己获得的结果的正确性，为此，他继续用割圆术，直到求出圆内接正 

三千零七十二边形的面积．他说：“当求一千五百三十六觚之一面，得三千七十二觚之幂， 

而裁其微分，数亦宜然，重其验耳．” 

2 刘徽剖圆术的历史地位 

2．1 古希腊已有割圆思想 

古希腊巧辩学派的学者 Antiphon(约公元前五世纪)提出用边数不断增加的圆内接 

正多边形来接近圆，并提出把圆看作是无穷多边的正多边形；另一个古希腊巧辩学搌的学 

者 Bryson(约公元前五世纪)类似地提出用边散不断增加的圆外切正多边形来接近圆}而 

古希腊的一位大数学家Eudoxus(约公元前四世纪)则依据这一思想创立了穷竭法这种著 

名的获取定理和证明定理的方法． 

虽然刘徽不是人类历史上第一个提出割圆思想的人，但是，他没有简单地重复任何 

人，而是独立地、完整地、创造性地提出了割圆术，和古希腊的数学家们一样，刘徽的思想 

同样是辉煌的． 

2．2 刘徽用割圆术获得了当时世界上最精确的圆周率值 

古希腊的Antiphon，Bryson，Eudoxus虽然先于刘徽提出割圆思想，但他们都没有用 

它去求圆周率的值．然而，ArchimedesD](公元前 287～公元前 212年)继承了割圆思想， 

并根据圆周长大于圆内接正多边形周长而小于圆外切正多边形周长，得到圆周率 满足 

223／71< < 22／7的结果．古希腊的 Ptolemy (公元 ?～1 68年)并没有专门研究圆周 

率的值，他依据他的定理(Ptolemy定理)提出一种特殊的割圆技巧，求出了各圆心角所 

对的弦长的六十进制数值，其中 1／2度圆心角所对弦长的数值为 31 25 ．相当于求得 的 

值为 x~-377／120．这是刘徽以前有据可考的圆周率的最好结果． 

我国古代很早就知道“周三径一”误差很大，需要改进，不少人在这方面作过工作-．]； 

汉代的刘歆(约公元前5O～公元23年)所用圆周率的值为 一3．1 547；汉代的张衡(公元 

78～139年)所用圆周率的值为 ≈3．1 623}三国的王蕃(公元 219~257年)所用圆周率的 

值为 ≈3．1 556．这些 的近似值都不如 Archimedes和 Ptolemy的结果好，并且都未提 

供出正确的算法，缺乏理论根据． 

而刘徽根据他所提出的割圆术，运用勾股定理，设计出一个完整的求圆周率 近似值 

的算法． 

设 n=6(术日：割六觚以为十二觚)，又设 r=1，则有 1(术日；置圆径二尺．半之为 
一 尺，即六觚之面也)，算法步骤如下： 

①设弦为 r，勾为 s／2，求股，赋予 (此为小股．术日：令半径为弦，半面为勾，为之求 

股)； 

②将r—n赋予6(此为余径，术日：觚面之外．又有余径，又日：以减半径，谓之小股)； 

③设勾仍为s／2．股为b，求弦．赋予s(实为圆内接正2一边形的边长．术日：为之求小 

弦，即十二(2n)觚之一面也)； 

@求 S 一 ·s圆周率的近似值(实为圆内接正 2 边形的半周长，亦为圆内接正 4一 

边形的面积，术日：得二十四(4n)觚之幂)； 
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⑤将 2 赋予向 ④． 

上述算法为计算出更精确的圆周率值奠定了基础．刘徽所获得的“圆幂三百一十四寸 

二十五分寸之四”，即 ≈3．1416，这是当时世界上最精确的圆周率的值． 

顺便指出，祖冲之[ (公元429~500年)研究过刘徽的割圆术，再加上自己的创造，他 

获得了当对世界上最精确的圆周率的值：3．1 415926<Ⅱ< 3．1415927．此外，他还用最佳 

近似分数给出所谓疏率和密率：Ⅱ≈22／7，这一结果与 Archimedes口 的上限结果相同； ≈ 

355／113，这一结果在西方迟至 1573年才由Otho重新获得[3]． 

2．3 在中国栅擞首次比较准确地描述了极限概念 

在中国战国时代的著作《庄子》中记录了名家惠施的话 ：“一尺之棰，日取其半，万世不 

竭．”这段话已经有了极限思想的雏形 ]．但名家所表现出的极限思想是不自觉的、模糊 

的．名家的目的仅仅是为了在辩论甲强调名词概念的相对性，因而不可能形成数学上的清 

晰的极限概念． 

但是，刘徽在割周术中比较准确地描述了极限概念 他说：“割之弥细，所失弥少．割之 

又割，以至于不可割，则与圆周合体而无失矣．”这明确地肯定了 lira S = 这里 s 是圆 

内接正 2 边形的半周长，亦为圆内接正 如 边形的面积． 

他又说；“觚面之外，又有余径．以面乘余径财幂出弧表．”这表明刘徽实际上建立了不 

等式 S <a-<S + ，其中 =s —s ，此即刘徽所说的“差幂 ． 徽的这一不等式明显 

地优于 Archimedes的不等式，这是因为：第一，Archimedes既要用到圆内接正多边形， 

也要用到圆外切正多边形，而刘徽用“差幂”，只需要用圆内接正多边形，可以减少大约一 

半运算次数；第二，由于s 等于圆内接正4 边形的半周长，并且容易证明，s + 小于 

圆外切正 4n边形的半周长，因而，刘徽的这一不等式比Archimedes的不等式更精确．刘 

徽显然和Archimedes一样，已经意识到这里存在类似夹逼定理这样的极限性质，由此既 

可以推断极限的存在，还可以确定极限值各数位上的准确的有效数字．刘敏正是这样做 

的，他用圆内接正一千五百三十六边形和圆内接正三千零七十二边形的面积，依据他的不 

等式，验证了他的结果直到第四位小数都是正确的． 

刘徽接着说：“觚之细者，与圆台体，则表无余径，表元余径，则幂不外出矣． 他正是根 

据这一点，解释了圆田术求圆面积的方法(半周半径相乘得积步)．刘徽的解释方法，与 

Eudoxus证明圆面积之比等于半径平方比的穷竭法如出一辙[2J． 

2．4 刘撇的割圆术很可能进行了真正的极限运算，并意识到外推方法 

既然刘徽肯定了 lirnS = ，当然刘徽一定十分注意 的变化规律，以便把握住 的 

值．根据刘徽的运算，s 的变化如下： 

"=3． S =3， P =Sh--S 一0．105828， =P ／e2 =3．9494， 

一 6， S =3．105828，P 一S -S =0．026796， P ／e扣=3．9875， 

12，S ：3+132~24， 一S抽-S ：0．006720， =P ／e2 =4．0000， 

=24，S =3．139344， 一Sh-S =0．001680， 

： 48，S ： 3．141024． 

刘徽有时用分数．例如 0．001 680刘徽记为 105／62500 从上述变化可以看出，在割圆 

的过程中， 的变化量基本上是按等比规律递缩的_设前后两项之比为 户，则 

{ 

● 
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≈S +e (1／ +1／p +1／p。+⋯)一S却+e ／( 一1)． 

按照刘徽在注中所表现的运算能力和精明，他很可能在计算中悟到或猜到这一结果． 

刘徽说：“差幂六百二十五分寸之一百五，以十二觚之幂为率消息，当取此分寸之三十六以 

增于一百九十二艇之幂，以为圆幂三百一十四寸二十五分寸之四． 其中“以十二觚之幂为 

率消息 的意思至今未明+作者认 这句话是说：应该依据圆内接正十二边形的面积所提 

供的信息来修正和推断．而圆内接正十二边形的面积所提供的p值为3．9494， 

／(p一1)=105／625001(3．9494--1)~-36／62500=0．000576， 

≈S +e ／(p一1)≈3．141024+0．000576=3．1416． 

很可能刘徽就是这样运用了真正的极限运算获得这一著名结果的． 

在现代的数值分析中，有一种利用低精度公式获得高精度结果的外推方法，也称 

Romberg方法 ]+这种方法是严格建立在误差分析理论基础之上的．这种方法常用于类 

似于割圆这类逐次分半的算法中，其基本公式为： 

Q≈Q + (Q —Q。)／( 一1)， 

其中 取决于误差估计式．例如：在数值积分中，梯形法的 p值为 4，Simpson法的 p值 

为16，Cotes法的p值为 64等+刘徽的算式也为 

≈S却+ (S 一S )／(声一1)， 

其中P近似地等于4，而4正是二阶逼近方法外推时常取的p值．根据s 的误差估计式， 

有 一s =O(1／n )，由此可知，刘徽的割圆过程也是一种二阶逼近方法．而刘徽的方法又 

恰好非常近似于二阶逼近方法的外推．因此，可以设想，刘徽有可能意识到外推这种类型 

的方法． 

3 刘徽剖圆术的局限性 

3．1 刘徽的极限概念是不彻底的 

刘徽的割圆术虽然比较准确地描述了极限概念，而且，很可能进行了真正的极限运 

算，但刘徽的数学素养还不足以完整地描述这个无限的趋向过程．他采用了“割之又割，以 

至于不可割，则与圆周合体而无失矣”，“觚之细者，与圆合体，则表无余径”等绝对的、不准 

确的言词．实际上，刘微的思想陷入了矛盾之中，一方面，他像惠施那样意识到割圆的过程 

是无限的，是万世不竭的，另_方面，他又竭力回避无限，不愿意正视无限+相信总有“不可 

割”，“表无余径”，“幂不外出”，“与圆周台体而无失”之时．这就足以说明刘徽的极限概念 

是不彻底的．事实上，我国古代还有不少学者虽具有极限思想的雏形，但在描述中都毫无 

例外地不得不采用绝对的、不准确的言词．极限概念的不彻底，限制了刘徽对极限概念的 

挖掘和应用，也限制了刘徽在数学上的创造性．纵观刘徽在数学上的工作可以看出，虽然 

他在圆周率的计算等方面取得了令世人瞩目的成果，但是，刘徽在整个数学史上的地位， 

则不可能超过 Archimedes等人． 

3． 2 刘徽的十进制是不完全的 

刘徽在割圆计算中采用了十进制．但他受长度单位尺、寸 分、厘、毫、秒、忽的限制，边 

长的计算只精确到忽，相当于尺数只取到第六位小数+这直接影响计算的精确性．例如：割 

四十八觚以为九十六觚时，“得小弦六分五厘四毫三秒八忽，余分弃之，即九 _卜六觚之一 
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面．”此即尺数为 O．065438．这里所有的有效数字直到第六位小数都是准确的．但是由于 

仅取到忽，致使以下的计算产生了较大的误差：“以半径一尺乘之，又以四十八乘之，得幂 

三万一千四百一十亿二千四百万忽．”这里的忽指平方忽，百万忽指平方厘．这相当于面积 

的平方尺数也取到第六位小数，即3．141024．计算是正确的．但注意到计算中把 0．065438 

的舍人误差扩大为原来的 48倍，因而 3．141024从第五位小数起已经不可靠了．事实上， 

精确到第六位小数的平方尺数应为3．141032．而要达到这样的精确废，长度单位取瓢忽 

是远远不够的．这说明刘徽还不能冲破老的长度单位的限制，自如地应用十进制获得各有 

效数字都准确的结果．因而，刘徽的十进制是不完全的．除了十进制数外，刘徽也用分数， 

但由于刘徽不会用最佳近似分数，又缺乏足够的误差意识，因而尚不能弥补他在十进制计 

算中所造成的误差． 
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On Liu Hui’S Mothod of Dividing Circles 

Wang Naixin W ang Shulin。。 

(1 Department Bas~c Sdence，North~ve$tern̂ g—culturalUni~wrtity， R跏 gt3haanxl7121S0) 

(2 De part~ nt Basic r螂 -Xi’4 Mini 础  “ r口n．S／manx／仃 0C~4) 

Abslxact Liu Hui's creativity and limibation are pointed our and his proper histori— 

cal position is designated in this paper by analyzing his thought and algorithm of circle— 

dividing method．His expression is properly interpreted with the method of numerical 

analysis as wel1． 

Key words Arithmetics in Nine Sections，Liu Hui，method of circle—dividing 
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