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几何设计中圆锥曲线法的一种表述法 

王乃信 张公顺 

(西北农 ； -课懿 I21 

必要条件，并推出相应圆锥曲线的一般方程和参数方程表达式 

关键词{圭羞垫每 !生 堂 奥箜些垡造：计算几何  ̂j f， 
中图分类号 TP39l 7；O241 l 

在 自由型曲线及 自由型曲面母线与基线的设计 中，人们很早就采用圆锥曲线法．电 

子计算机产生以后，又逐步发展了许多类型的几何设计法，例如各种样条函数法等 但 

圆锥曲线法仍在发展完善，并在近年发展起来的计算机辅助几何设计中，得到广泛的应 

用，这不仅因为圆锥曲线方程简单，光滑性好，保凸性好，还因为圆锥曲线所需要 的几 

何信息少，并且可以方便地通过改变输入信息修正和控制设计曲线 

目前，圆锥曲线法中确定圆锥曲线方程的方法主要有：解线性方程组法、 曲线族法 

和参数方程法 ．这些方法，或者表述较繁，或者运算量较大，或者各种条件和限制下 

的方程不能统一，仍需不断加以改进． 

本文提出一种表述法，可以称之为行列式法．它实质上是对曲线族法的一种改进．这 

种表述法比较简捷，能把不同条件和限制下的方程统一起来，还便于进行理论分析，例 

如，可以获得圆锥曲线唯一存在的充分必要条件． 

1 基 本 结论 

用齐次坐标将动点 ，，定点 方向数 表示为 

，=l Y l 【 J 

用lA，AjA l表示行列式 

依此类推 

定义下列三个函数： 
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( =) lA A5．PI‘lA 2A PI’IA A A l’lA A。A l 
—

lA】A 5A3 l‘lA2A4A3 l‘lAlA 2PI·l 5A 4lP1． 

巾 ( ，：) IA Pl’lA 2A PI’lA A A I‘lA】A。A I 
—

IA A A I‘【A：A A A】A 2P̈ lA A 4PI， 

](x， z)=IA【 l PI‘lA 24 2 PI‘IA】A2A3 l 
～

lA【Al A3 l‘1A2 2 A3 Al 2P 
约定：曲线过 l ， ， ， 点，称为满足条件 l；曲线过 Al，A2，A3， 

点，且 A1点切向方向数为 A1 ，称为满足条件 2i曲线过 Al， ， A3点，且 Al， 

点切向方向数分别为 ， 称为满足条件 3．基本结论表述为下列定理： 

定理 1 满足条件 1的圆锥曲线唯一存在的充要条件是：。 I， 2， ，山， 中 

任意四点不共线；满足荣件 1的非退化圆锥曲线唯一存在的充要条件是：Al，A2， 

A A 中任意三点不共线．其方程均为 1( ， 1)=0． 

定理 2 满足条件 2的圆锥曲线唯 存在的充要条件是：Al' ， A3， 中包括 

A1的任意三点不共线；满足条件2的非退化圆锥曲线唯一存在的充要条件是：A2，A3， 

不共线，且直线lA．A， Pl=0不过A A 中任一点．其方程均为 (x， 1)=0 
定理3 满足条件 3的圆锥曲线唯一存在的充要条件是：直线lA．A Pl=0不 

过 A，点 直线lA A， Pl=0不过A 点；请足条件3的非退化圆锥曲线唯一存在的充 

要条件是：直线IA A Pl=0不过 2，A3中任一点，直线lA 2A 2 I 0不过Al，A 3 
中任一点 ．其方程均为 西 ( ， 1)=0． 

上述结论虽然只叙述了由三种条件确定圆锥曲线的情形，实际上也包括了由其他各 

种条件确定 圆锥 曲线的情形。t倒如已知曲线段始点 顶点 终点以及另一点，已知曲线 

段始点、顶点、终点以及形因子等． 

上述结论是借助于三阶行列式表达的，而且，结论中仅涉及特殊的三阶行列式，因 

而计算简单． 

曲线族法在表述中，常常有许多限制， 因此，即使在同种条件下，曲线族法所得到 

的方程也因不同限制而具有完全不同的形式 ．上述结论则是在同种条件下，不管作何 

限制，所得到的方程总具有统一形式 

还要指出，上述三个方程还可统一起来，只要注意如下事实即可：当 点趋向于 

Al点时，．直线lAlA Pl=0趋向于lAlAl Pl=0，直线IA 5A4Pl=0趋向于IA】A4Pl 
=

0；又当A 点趋向于A 2时，直线IA2A4Pl=0趋向于IA2A2 Pl=0，直线lAlA 4PI 
= 0趋向于 ． ，Pf=0．因此，整个圆锥曲线法均可利用统一程序进行统一处理 ． 

2 证明大意 

l 必要性 

在圆锥曲线上，如有三点共线，则必为由直线构成的退化l四锥曲线；如有两点连线 
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的方向数与其中一点切向方向数相同，则必为由直线构成的退化圆锥曲线．含一条直线 

的退化 圆锥 曲线不唯一．由此立得必要性的证明． 

2．2 充分性 

2．2．1 唯一性 两个相异的不全退化的圆锥曲线至多有 四个公共点，两条相异的 

直线构成唯一的退化圆锥曲线．由此立得唯一性的证明． 

2．2．2 存在性 首先指出，结论中的方程都是二元的，最高次项均不超过二次 容 

易验证，结论中的方程均满足相应的条件．因而，如果方程未退化为恒等式， 即为所求 

圆锥曲线的方程． 

(1)方程 中．( ， 1)=0不可能退化 ．因为，如果退化，则有且仅有如下可能： 

( )lA A 2A l‘lA A4A l lA A A l‘IA：A4A，I=0l此时I在 ，A：，A，，A 
A 5中有包括 A 的四点共线 ． 

(6)lA Pl=K 1 Pl，lA 2A Pl=K l ，A 4 l，其中K ，K 为常数．由 

此可得lAlA 5A 2 l 0，lA2A4A 5 l=0．此时，A【，A2，A4，A 5共线． 

( )l A 5Pl=K lA A4Pl，lA 2A Pl=K IA 2Pl，其中K ，K 为常数 由 

此可得lA A5A4 l 0，lA 2A 4A l=0 此时，A ，A 2，A ，A 5共线． 
(2)方程 2( ．J，，1)=0不可能退化 ．因为，如果退化，则有且仅有如下可能： 

( )fA A A f‘fA A4A，f IA ，f．fA 2A A，f=0．此时，A ，A ，A，共 
线，或 A【，A3，A4共线 ． 

(6)jA AlP卜=K 1A ：Pl，lA A4Pl K lA A4Pl，其中K ，K 为常数．由 

此可得IA【A【 A 2 l 0，IA A 4A【I=0．此时，A ，A 2，A4共线． 

(c)I ’A Pl=K lA A4Pl'l A Pl=K lA A 2Pl，其中K，，K 为常数．由 

此可得lA【A A 4 l：0，IA 2A 4A【l=0．此时，A】，A2，A 共线． 
(3)方程 ( ，，，1)=0不可能退化 ．因为，如果退化，则有且仅有如下可能： 

(口)lA】 2A，l =lA【 ，I‘l 2 2 3 l；0，此时，A】，A 2，A 3共线． 

(6)lA AlPl K 1 PlI l 2A： Pl=K } A 2el，其中K ，K 为常数．此 

时，直线lA A Pl=0过A 2点，亦即直线lA 2 2 Pl=0过 点． 
这就完成了存在性的证明． 

3 直接推论 

以下为了统一讨论，将函数 中f ，J，|=)(产 l、2，3)的下标省去，简记作 O(x，Y，2)． 

3．1 一般方程 

圆锥 曲线的一般方程形如 

Ax + Bxy+ Cy + Dx+ + F： 0 

由基本结论知，唯一存在满足定理条件的圆锥曲线，其方程为 ，Y，1)=0．故可设 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 1期 王乃信等：几何设计中圆幢曲线法的一种表述法 65 

O(x， 1)： Ax +Bxy+ 

进而又有 O(x
， =)= +Bxy+ 

显然，A：m(1，0，0)， C： O(0，1，0)， 
一 c， D 

．  

l，O，1)一 A— E： O(0， 

方程： 

’ 

Cy‘+ D x+ Ev+ F 

C + DXZ+ Ey=+ Fz 

F： 中(0，0，1)，B=m(1，1，o)- A 

1，1)- C—F．由此得如下形式的一般 

中(1，0，0)x +(中(1，1，o)- 1，0，O)一 o(o，1，0))xy 

+中(0，1，O)y +( (1，0，1)一 l 0。o)一 0，。0， 1) 

+(m(0，1，1)一 o(o， 1，O)一 0．0，1)) + O，0，1)：0 

3．2 参数方程 

设O(x， 1) 0为非退化圆锥瑚线 ( 为曲线上一定点，参数t对应的 

曲线上的点 ( ， 满足 ． 

，一YD t(x— X0)． 

根据Taylor公式， 一 

中 ( 。， 口，fix- 。)+中，( 。，Y。，I)(Y-- 。) 

Yo，IX ‘+中 ( Y0，IXx- 0× 一 。) 
‘

_ 

1
- f 。  

。 1)( 一 Yo) 0． 

垂 ( 。，，。，1)( — g0)+tOy(x。，Y ，1)(x- 。)+o(I，t，0)( — x o) ：0 

由此得如下形式的参数方程： 

还可改写为 

： ： ! !： ： ! 
O(1，t，0) 

：f 一 D) 

IX--XG：二 等 ， 
【Y— YD t(x—X0)， 

特别地，若 。，Y。 0(坐标平移总可达到 )，则得如下形式的参数方程： 

{ = 一 

【 = f 

m
．
(1，t，0) 

1， t，0)’ 

还可改写为： 卜=l一 
【 =f 

x 

(  (  盯 

心 

l 一2  l 一2  

+ + 

np  
B  此 

0 -I．■ 
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A Description To Conic M ethod 

in Geometric Design 

Wang Naixin Zlmng  Gongslmn 

(Depe Basic Course．North~vest AgriculturalUniversity．Yangling,Shaanxi．China．712100) 

Abstract A new，easy and simpie description to conic method in Computer-Aided 

Geometric Design was advanced thereby to unite all the expressions of the co nic 

equations under the d rent~onditions and  restrictions ．Thus
． the sum clent and  

necessary conditions of unique existence of COnic for the standard situation was obtained
． 

The general equation and the parametric equation of the  co rresponding conic were 

deducedi13．this paper． 

Key words Computer—Aided Geometric Design；co nic method；computation 

geometry 
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