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摘 要 提出了末一元方程实根的两种 荜点迭代法，证明丁他们的局部收敛性，并且证 

明了他们是至少三阶收敛的，据此构造了一个至少三阶收敛的迭代函数族 ● 
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本文恒设 厂“)为实函数 

求一元方程f )=0实根的最一般的方法，是以迭代法为代表的数值解法 ．这是 

因为：只有极少数的方程才可以用公式或通过有限步骤求解 

求一元方程f(x)=0实根的单点迭代法是指：构造迭代函数 )，使 h)的不动 

点X’ 恰为f(x)=0的实根，适当选取初值 x ，由迭代格式 

一 1 
( )， 0，1，2，⋯ 一 

产生迭代序列(X k)，以逐次逼近 ：好的迭代法，不仅应使迭代序列 }收敛 

于 ’，而且应具有较高的收敛速度 ．所谓收敛速度，是用收敛阶数和渐近误差常数来 

描述的 

最常用的单点迭代法及其改进有 ：简单迭代法，一阶收敛；Newton迭代 

法 ，二 阶收 敛 ：弦割迭 代法 ， 1．6i 8-“(=(1+ )／2)阶 收敛 ；Muli~r迭代 

法， 1．839⋯(三次方程 ， 一r —，一1 0的实根 )阶收敛；Steffensen迭代法，二阶收 

敛；-．．⋯ 

本文将引入求f )=0实根的两种单点迭代法，并将证明他们局部收敛以及至少 

三阶收敛，进而构造一个至少三阶收敛的迭代函数族 ． 

为书写方便，本文将函数f(x)及其导数， ( )，f “)，f h)等分别简记为l厂 

强 P ， 等 I 

1 两种单点迭代法 

设 )： 一—  ， 
‘

一  

H 

( x)=x-- 等 
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分别以 )和 9 )作为迭代函数，即可构成求， )=0实根的两种单点迭代法 ． 

以下将这两种迭代法分别记作 I 和 I ． 

1．1 迭代法 I 和 I 的局部收敛性 

定理 设 x 为，h)=0的实根，1if ’)≠0，又设在x’的某邻域内， ) 

存在且有界，则迭代法 I ， I：在 ‘的某邻域内局部收敛 

证明 由于， )=0，显然有 ’)= ’， 2 ’)=x’．又由于 

， 

=  + ． 

故知 x’)=0， ， )=0．洼意到．厂 )的有界性，从而在 ’的某邻域内恒 

有 l )l<1，l )l<1．根据局部收敛的充分条件 ，可得迭代法I．，I。 

均在 的某邻域内局部收敛 证毕 ． 

1．2 迭代法 I．和 i 的收敛速度 

定理 设 ’为， )=0的实根，且_厂 ’)≠0，又设在 ’的某邻域内／ ) 
存在且有界，则迭代法 I，， I 至少三阶收敛 ．当三阶收敛时，它们的渐近误差常数 

分别为 

) 一 ， 一 ． 
证明 由于 ， ’)= 

， 
’)=0， 2 ’)= 2 ’)=0， 

， 

=  )。。 ：㈤一 ， 
又由于 ( )， )在 ’点处必连续，则由 ( )和 ：“)所产生的迭代序 

列{ }分别满足 

) =c 
! =C 

26f ) 

根据收敛阶数和渐近误差常数的定义 知，迭代法 I ， I 均至少三阶收敛 当 

m～ 
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三阶收敛时，其渐近误差常数分别为 C ，C：．证毕 ． 

1．3 据 妒l( )和 妒 (x)构造的一个至少三阶收敛的迭代函数族 

定理 设 ‘是．厂“)=0的实根，Rf h‘)≠0，又设在 的某邻域内 ) 

存在且有界，则对 于任何实常数 i，以 

妒0 )= 妒l( )+(1一i)妒 ( ) 

为迭代函数的迭代法 I 至少三阶收敛 ．特别是对于每一个确定的／( )，如果又 

有．厂 ‘)≠o，并在 的某邻域内／ ( )存在且有界，则存在 使迭代法I 至少 
四阶收敛 ． 

证明 由于 妒。 )= ，妒 o )= 。“ ‘)=0， 

妒 ； ) ， 
故知迭代法 I 至少三阶收敛 ．对于．厂 )，如果又有．厂 ‘)≠0，在x 的某邻域 

内．厂 ( )存在且有界，从而 c4J( )在 ’点处连续，令 

3 ， )) ’ 

则有 h )=0， 

㈤ = + ． 

故知此时迭代法 I 至少四阶收敛 ．证毕 ． 

2 讨 论 

1)关于高阶收敛单点迭代法的一个著名结果是根据_厂 )的反函数的Taylor展开得 

到的 ，其三阶收敛单点迭代法的迭代函数为 

妒，( )= 

这里要指出，上文中的至少三阶收敛的迭代函数族包含了这一结果 ．实际上 

令 =2，即可得到 

妒o( ) =2妒】 )一妒2( )= 

2)文献 [3] 指出：设 ‘是_厂 )=0的实根 

当_厂( )所涉及的各阶导数连续时，以 

一  

{ 

且_厂 h ‘)≠0，f )≠0，则 

～ 
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( )： +-=： 二 ；r_ 
为迭代函数 的迭代法至少三阶收敛，其中正负号根据， )的正负号确定 ． 

对于这一结果，可以指出如下几点：① 这种迭代法有两个明显的缺点， ·是前提 

中要求， ‘)≠0，二是迭代时要进行开方运算 这些缺点是上丈中的迭代法完全没 

有的；② 迭代函数 )的表达式也有缺点，致使正负号需要在迭代过程中确定 克 

服的方法是将迭代函数改进为 

：  一  『 一1- f／-i1j l 
这样就省去了确定正负号的步骤．③设迭代序列为{x )，其局部收敛性是 然的，现 

将l厂 )在 的邻域内作三阶 Taylor展开： 

l厂( )=l厂h )+ )(X--X)+ ) -x) 1 【{j(x
- x ) ， 

~ f1]f(x’)=0，从而有 

o=f(x )+l厂 ) 一 )+ 1 )( 一  ) + 1／ ( ) 一X 
n
) ， 

其中 在 ’与 之间，移项分解得 

一  + 『l-( 一 ) ]} 
· + [1+( 一 ) 1j 
= 一  ( ) ‘． 。 ) ， 

此即 

—  

^+ 1 

( ．_ ) 

由此可得 

f ( 

～  + 『J+(1一 ) 1} 

一  ll厂 h  ) 

6， h ) 

可见，该迭代法的收敛阶数和渐近误差常数都与 E文中的迭代法 I，相同，Bli~i完全 

可用迭代法 I 取而代之 

。  

一 

岫一 
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Some of Third Order Convergent Iterative M ethods 

For Solving Equation of One Variable 

W ang Naixin 

(Computer Center．Nortfiv*'estern Agricultural UniverMty Yanglmg，Shaemxi 712100) 

Abstract This paper introduces some of the iterative methods for solving equations 

of one variable，and proves that these iterative methods have local convergence and third 

order convergence at least on the basis of which an iterative function family is formed 

Key words iterative method，local convergence，order of convergence 
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