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摘 要

本 文运 用数理统计的原理
,

阐述 了对平面 离散数据进行最小二乘分段 多项式拟

合的数学模型和方法
,

估计 了拟合 曲线的误差
,

并编制 了相应 的通用 �� � �  � � 计

算程序
,

能衬平 面离散数据 构成的单位 函数曲 线和 多值函数曲线 �在 自变量 � 单调

变化的转折点
,

函数连 续而 不光滑 � 进行分段 多项 式拟合
,

并能通过跪 当地选择曲

线分界节点
、

各段 多项 式次数和各分界节点处连续的导数的阶数
,

满足很多实际问

题的需要和所提 出的精度要求
。

关盆饲
�

分段多项式拟合
� 最小二乘

,
分界节点

� � � � � � � �计算程序

在自然科学和生产实践中常常需要从一组观测数据 � �
� , 万

�

� � � 二 � ,
�� 二 , � � 中

找到描述自变量 � 和因变量 , 之间关系的数学表达式 , � � � � �
。

通常是采用最小 二 乘 法

则
,

以一个普通的函数或样条函数去拟合给定的数据
,

从而解决了许多平面数据的拟合问题
。

尤其是近些年来发展起来的样条函数的最小二乘法已成为曲线拟合中一个十分重要而又非常

有效的方法
〔‘一 ”

。

然而
,

这种方法对于分段多项式拟合中各段多项式次数和各段联接处的光

滑性有不同要求的一类问题却有一定的局限性
。

本文的目的就是从数理统计的原理出发
,

提

出解决这一问题的方法
,

并编制相应的通用� � � � � � �计算程序
。

� 最小二乘分段多项式拟合的数学模型和方法

设有一组观测数据 � 二
、 , � �

� � � � �
, � ,

一
, ” �

,

总可以在 �

选取 。 。

个分界节点
,

把其分为。段
,

并使每段之间的二
、

单调变化
。

现把。 。

个分界节点记为

� �
⋯ � �

之间适当

� �’ 之 ”

这些分界节点可以是原来的点
,

。 。 �

�
�� 一 �

⋯
, � 气

也可以是新增加的点
,

且有

对开形曲线

对闭形曲线

本文于 � � � �年 �月 � 日收到
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此时
, 。
座数据可记为

开形曲线
�

乃祠吩哈�·护
‘

气
今,

�
,�

�, 卜�

戈
,

梦专飞�

戈 , � ,

及产 ,

盆 全 ,

笼 �城 � ,

石从
,

满夕劣沁醉
介之

黑竺岁 》 益

勃介
, 兴奋

, , 劣‘ , ,

令 厂 之

⋯
, 冲俪, 一

闭形曲线
�

� � ,

� � ,

戈 � � �

戈 � � �

劣 � � ,

戈 , � ,

二
’
, 戈�”� , 之 �

⋯义� ” � , � �

之 二 一

” � �
” 劣 �

” ”
’

, 戈� ” 。 , � 。

其中
”� �� � � , � ,

⋯
, � � 为第�段中观测数据的个数

,

且满足

价

艺
, , �� ,

�
� 工

设第 �段需要拟合一个�
, � 户

�

《。 � 一 � � 阶多项式
,

则拟合曲线的数学模型大

� ��, � � � � � 。 �

�⋯
, � � � �

“,
�门�孟����

�

�� , � � �
。
� �一 劣 � � � , � 劣

简写成

‘

� ‘ �

其中吞“ � � 二 �, �
,
�

,

⋯
,

� , �

艺 � , �

川 � 心 , ,

� �

角 � 是 � � � �个待估的第 �段多项式的系数
,

勺 为
�

服从正态分

布� � 一 亡� 的随机变�
,
叮为未知参数

。

’

将第 弃段中
。 �
个数据代入 � � �得

� � �

、����
�

��
��

�����
�

����夕�户�
、、
下,

劣戈

少
护

� , �

� 寻, � 刃 � 。
, � �

� � ‘

‘� �

,
� � �

一 � ,
⋯

� 二 � , � ,
⋯

, 阴

令

劣 ,

戈盆
,上,上
⋯

� , �

” � �

�

� ,

�
” � ‘

� � �
� � �

��

� �
”

‘ 二 , · � 二
��
�
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则�� �可写成

再令
�

,
二 � �

,

� ￡

�
�

�
��

�口乞

�‘�� ��卜
胜

、

�

��
,￡”

、

、�����  !�! ∀�

卜卜队卜
、

�
、 二

� 义 �

�� �

� 二

无又 �

、

、�,��� ��!�∀�!夕

介卜卜卜
二刁�二�陀

则��� 式可表示为

犷 二 万� � ￡

�� �

�艺
一一

,纪
中其

� � �
� � , �

�� 为未知参数的个数
, ‘

为随机向量
,

且满足条件

� � ￡ � � �

�
�

是
” � 。

阶单位阵
。

� �厂 � 己 , ￡ � 二 � ’
�

�� �

由�� �
,

�� �式不难求得

� �� � 二 � �
,

�� 厂 � �
,

� � 二 � ’
�

。

为使拟合函数及 � 阶导数在中间各分界点连续

下的约束条件
。

�� �

相邻两个多项式在分界点上必须满足以

在第 �个分界点上
�

��  ! 刃 �

� 、 �二 �

�� � �
十 ,

�一一、、��

一
十

��
,

�
浮 ,

了刃 � � 、 � 。 , � � �

八
� � 二 � 产

一一
� �

�

� 一� � �
�

�

一
�

一
�

一
�� � � 一

一
� � 一

� 戈 ��
�

� ,
⋯川

其中
�� �

当�
�

硬�
, �

当�
, 二 �

十 ,

� , ,

当�
�

� �
� ,

���

七����一�, �声、�之一一
子‘�

对于闭形曲线
,

当了
二 。 。 二 川时

,

� � �可理解为 � ,

以下类同
。

已城� 色含 �
‘

刁、 �、 田 半户去 , �耘 , 公占 之目角丈 � 卜汽八去土 卜库 七 日门 , �耘 止苗 子苗 � 知余 、

点时
,

如果要保证曲纹在此点光滑
,

相邻两个多项式在该点
变为递减 � 增 � 的分界

的导数均为无穷大
,

即有奋 “ 。,
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将 ��� 式展开
,

并把二 �

和二
, , ,

用 � ,

代替有

卜
·

�
�

, �占
�

�
,

刃 �
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十
1 )

z
q

,

_

P

: 一l
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q
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生
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—
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....
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‘= j
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则(8) 式可表示为

Z , ,

b
, 二 Z

, ‘, , , ,
b

, , , ,

j 价 .

或写成

〔
2jj

=1

一
Z
j ( , , : )

} ! l
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, :

}
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2
,
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Z
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对闭形曲线
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一 2 12

Z : 2 一 2
2 5

艺
,
L

一
Z

。 ( J + 1 )

Z
( ,

一
1 ) ( 二

一
i ) 一 Z (。

一
z ) ,

Z 川仍

0

n川ZZ
了奋......傀.......

二左月rx

脚 。

其中
: = 艺 (q , +

1) 为约束条件数
。

j
二 l

则 (9) 可写成

A B 二 O

现在
,

这个问题的数学模型可表示为

(10)

犷 = X B +
君

E ( Y )
二
X B

,
C O V (I

厂 ,

y )
=

A B
二 O

a 艺
I

( 1 1 )

尹....少

!

、

这是一个带有线性约束条件的线性模型
,

可以采用带有约束条件的最小二乘法求得未知

参数向量 B 的估计值 舀及 。 ’

的估计值
s’ 。

234211(((

现在的问题就是 在约束条件 (10) 下
,

使偏差平方和

Il y 一
x 蜘

2= (犷一
x 户)

T (y 一
x 幻

为最小
。

用拉格朗日乘数法组成以下 目标函数

必 ( B
,

K )
二 ( y 一

X B )
J
( y 一

“

丫B ) + ZK
T
(A B )

这里 K 为
r x l 阶拉格朗日乘数向量

。

将必 对 B 求导
,

并令其等于零有

日必

刁 B

二 2 ( y 一
X B )

T
( 一 火

一

)

+
Z

K

T

A

二 O

整理得

X
T
X B + A

T
K 二 尤

ry

联合约束条件(1。)
,

即得B 和K 的法方程为
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{

X
T
X B + A

T
K = X

rY

A B 二 0

在一般情形下
,

! X

T

X }
铸 O

,

故 ( X
T
X )

一 ‘

存在
,

则由 ( 14 )式得

B 二 ( X
T
X )

一 I
X

T
Y
一 ( X

T
X )

一 ‘
A

T

K

在无约束条件时
,

上式第二项不存在
,

即

B 。
=

( X

T

X )
一 ‘

X

T
Y

把(16) 式求得的B 代入(15) 的第二式
,

并整理得

K 二 【A (X
下
X )

一 ’
A

T

〕
一 ‘

A ( X

T

X )
一 ‘

X

T
Y

把(18)式代入 (1 6)式得

B = (X
T
X )

一 ‘

< X

T
Y
一 A

T
〔A (X

T
X )

一 ‘
A

T

〕
一 ‘

A ( X

了

X )

一 ‘

X

T

Y }

( 1 5 )

( 1 6 )

(
1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

这就是所求分段多项式的系数向量
。

为了确定拟合曲线的精度
,

可采用剩余均方误差来衡量
,

为此需求得 口 ’

的无偏估计
。

求出B 之后
,

即可求得Y 的估计值为

Y = X B

实测值与估计值的剩余偏差向量为

犷 = Y 一
X B

刀 、

1

由此也可看出拟合模型与观测值拟合的好坏
。

记R
’

为剩余平方和
,

可证得

R ’
= 犷

T
F = !}Y

一
X B 11

2 =
}} Y

一
X B

。

} }

’
+

{}
X ( B

。 一 B ) !!

由(17)式有

l}y 一
X B

。

l}

= 【y 一
X ( X

T
X )

一 ’

X

T
Y 〕

T
【y 一

X ( X
T
X )

一 ’

X

T
y 〕

= Y T【I
,
一
X ( X

T
X )

一 ‘

X

,

〕〔I
。
一
X ( X

T
X )

一 ‘

X

T

」Y

= Y T [ I
:
一
X ( X

T
X )

一 ’

X

T

]
Y

( 2 0 )

( 2 1 )

( 2 2 )

( 2 3 )

由(17)
、

( 1 9 )式
,

并注意到A B = 0 ,

有

}lx ( 方
。 一
且)l一 [

x(且。 一
方)〕

·

[ x ( 且一 五)〕

二
〔A B

。

]

T

〔A (万
,

万 )
一 ’

月
T
〕

一 ’
月B
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= [月B
。 一 刁B + A B 〕

T
〔A (X

T
X )

一 ‘
A

T

〕
一 ’

[ A B
。 一 A B + A B ]

=
[ 通 ( B

。 一 B ) 〕
T
[ A (X

T
X )

一 ’
刁
T
〕

一 ’

[
A ( B

。 一 B ) ]

+ ( A B )
T
〔A (X

T
X )

一 ’
A

T

〕
一 ‘
月B

+ 2〔左 (B
。一
B ) 〕

T
[A (X

r
X )

一 ‘
A

T

=
[ 月(B

。 一 B )〕
T
〔A (X

T
X )

一 ‘
A

T

〕
一 ’

[ A ( B
。 一 B ) ]

下面计算E (R
’
)

,

并求得 a
’

的无偏估计
S ’。

一 ‘
A B

( 2 4 )

E
(II

Y
一
X B

。

11

’

)
二
E 谧犷

T
【I

。
一
X ( X

r
X )

一 ‘

X

T

〕Y }

= E (y T) [ I
,
一
X ( X

r
X )

一 ‘

X

T

〕E (犷) + a
2tr [I

。
一
X ( X

T
X )

一 ‘

X

T

〕

= (X B )
T
〔I

。
一
X ( X

T
X )

一 ’

X

T

〕X B + a
’

{

n 一 t r 〔X (X
T
X )

一 ‘

X

T

〕}

= u Z(n 一 tr l
k
)

= 口 ’
(
n 一 k ) ( 2 5 )

k

这里记号tr A 二
艺
a:,
为k
x k阶矩阵月的迹

。

i
二 1

E [ 11尤 (云
。 一
公)11

2
〕二 E { 〔姓(方

。 一 刀) ]
·

〔且(尤
·

x ) 一 x
·

〕一 〔且(方
。 一 刀) :}

,

=
E 谧(B

。 一 B )
T
刀
T
〔月(X

T
X )

一 ‘
A

T

」
一 ’

A ( B
。 一 B ) }

= t r
{ A

T
[ A ( X

T
X )

一 ‘
A

T

〕
一 ’

A

·

C O V ( B

。 ,
B

。
)
}

“ t r
{ A

T
〔A (X

T
X )

一 ‘
A

T

〕
一 ’

A ( X

T

X )

一 ’

X

T ·

C O V ( Y

,

Y )

X ( X

T

X )

一 1

}

= t
r

( 〔月 (X
T一
$ )

一 ‘
月
T
」

一 ‘
卫(X

T
万)

一 ‘
月
T。 “

= a
’
t
rl

,

282726

a
Z

r

所以有

E (R
,

)
=

E (
! I

F
一
X B

。

l}

’
)

+
E 〔}!X (B

。 一 B ) }!
’

J

= J
’
(
” 一

k)
+ a ’ r

= a
Z

(n
一 几+ r)

因此

R Z 厂
T
厂

”一 k +
r 一 n 一 庵+ r
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是a
’

的无偏估计
。

‘
由此可得拟合曲线的剩余均方误差为

52二
/ 犷

T
犷

厂而二百不刃
(2 9 )

s越小
,

表明拟合曲线精度越高
。

2 计算机程序 )

根据上述算法
,

可绘制图 1所示的计算机程序框图
。

程序中所用符号与本文计算公式所

用符号对照见表 1
。 、

衰1

程序符号 N M M o
.

M I(M ) P (M ) Q (M o ) N l M A X i (N )

公式符号

程序符号

公式符号

n

X (N 一 N
i )

X

Y ( N )

m
O

Z ( M O )

n j

A ( M A
,

N l )

A

P j

K ( M A )

K

q j

B ( N r )

合

掩

X B (N )

X 自

V (N )

V

X 乞

5

上表中有角标的公式符号表示一组数
。

另外
,

还有以下三个程序符号
:

15牙 控制参数
,

如果矩阵求逆成功
,

1 5 不
= 1 ,

否则
,
了S 研

= 。 ,

计算停止
。

Y l 函数名
,

表示 第 I ( I 二 1
,

2
,

⋯
,

M ) 段曲线的函数表达式
。

,

龟

5 0 控制参数
,

为给定的均方误差
,

如果

S 镇 5 0
,

计算停止
,

否则
,

可通过适当地

选择曲线分界节点
,

各段多项式次数和各段

联接点的光滑性条件重 新计算
,

直到满足所

提出的精度要求为止
。

根据前述算法及以上程序框 图
,

我们编

制了相应的通用 FO R T R A N 计算程序
。

下面

通过一个实例来说明该方法和程序的应用
。

表 2给 出了一组观测数据
,

要求对其用

分段多项式拟合成封闭曲线
,

且使均方误差

s镇0
。

0 3
0

该组数据可用图 2 所示的曲线表 示
。

由

图 2 可以看出
,

该曲线可 看 成 由 曲 线 段

A D B
、

B C 和直线段C A 组成的
。

按照这种分

划
,

’

表 3给出了一些拟合结果
。

图 1 最小二乘分段多项式拟合
‘

计算机程序框图
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表2

x 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6。 0 7

.

0 8

。

0 9

.

0 1 0

.

0 9

.

5 9

.

0 8

.

5 7

.
5 6

。

5
5

。

0 3

。

5 2
。

(

y Z

。

9 4

.
2 4

.
3 3

.
6 2

。

7
.

8
1

.

2 1

。

1 7 3

。

1
4

。

0 4

。

5
4

.

8
4

_

9 4

。

6 4

。

1 3
。

6 3

。
2

表3

各段数据个数 各段多项式次数 各段联接点连续
的导数的阶数

分界节点 均方误差

n , n 三 n ,
P 三 P玉 Po q t q 王 q 蕊 z云 z宜 z三 s

3 2 1 0
。

1 9 0 7 4 2 7

3 3 1 0

。

1 0 6
5

2 5 4

3 4 1
0

。

1 1 0 2 1 4 5

4 2 1 0

。
1 8 0 0 7 4 4

理 3 1 0
。

0 2 9 0 7 9 1 4

1 0 5 3 4 4 1 0 1 0 1 0

。

0
6

。

0 1
.

0 0

。

0
3

0 3 1
5

0 0

5 3 1 0

。

0 2
6

0
8 3

8 6

5 4 1 0

。

0 2 7 3 4
4 1 5

6 3 1 0
。
0 2 7 4 6 3 3 5

7 3 1 0

.

0 2 7 6 4 7 1 4

8 3 1 0

。

0
2 8

0
7

9 7
3

9 3 1
0

。

0
5

3 7 9 6 0 1

分段数m

由表 3 可以看出
,

在 分界节点和这些点处的光

滑性不变的条件下
,

各段多项式 的次数有一个最佳

组合
,

并非多项式次数越高
,

拟合曲线误差越小
。

这主要是由于各段多项式相互约束的缘故
。

对应于

表 3 的分界节点及各联接点的光滑性条件
,

各段多

项式次数的最佳组合为 5
、

3

、

1
,

相应的 均方误

差为
:= 0.02608386 ,

各段 曲线的方程为
甲
J 一 一自‘~ 鸽 一一~ ~~ 一司

.
~ . .口阳

0 2 ‘ 6 . l o x

图2

一 0
.
3 8 3 0 6 6 8 + 4

.
5 0 2 6 2 6 戈 一 1

.
3 8 2 9 8 5 劣

2 + 0
.
1 5 4 2 l O 2 x

3

一 0
.
7 5 1 0 0 6 4 x l o

一 2 劣 ,
+ o

.

1 7 6 6 1 7 2 x
l o

一 ”戈 “

( 1 成% ( 10 )

2 1.12 444 一 8
.
2 9 6 5 2 7 劣 + 1

。

3 2 1 6 1 1
劣 “
井0

。

0 6 7 2 0 4 3 3 %
“

(
6 镇% 镇10 )

2 。

5 7 8 7 1 1 +
o

.

3 0 4 7 3 9 8 x
( l 成 戈成6 )

Z刃!!!!!!!l仁

一一y

一般来说
,

若固定分界节点
,

各段多项式次数和各联接点光滑性三者中任意两个
,

而让

其中之一在可能的范围内变化
,

总有一个使拟合曲线误差最小的最佳组合
。

实际上
,

在具体

计算时
,

也不一定要找到最佳的组合条件
,

只要满足所提出的要求就行了
。
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由于高次多项式缺乏灵合适应数据的能力
,

虽然在观测点上可以压低平差
,

但在这些点之

间或其外
,

则往往 出现不合理的波动
。

而且随着多项式次数的提高
,

在计算时有效数位丢失

失增多
,

计算误差增大
。

因此
,

在满足要求精度的前提下
,

可采用低次多项式进行拟合
。

如

上面的问题也可采用各段多项式次数为4
、

3

、

1 的组合进行拟合
。

若精度不能满足要求或为了

避免由于采用低次多项式而把数据本身的一些起伏波动滤掉
,

可采用增加分段数的办法来解

决
。

例如上面的问题如果要求
。
( 0

.
02 6

,

且多项式次不能超过四次
。

我们可以在曲线A D B之

间再取一分界节点
二 1 二 5

,

把其分为两段
,

每段用一个四次多项式去拟合
,

在联接点D 保

证三阶导数连续
,

其它节点和联接点的光滑性同前
。

用各段多项式次数为 4
,

4
,

3
,

l 的

组合可得拟合曲线的均方误差
: 二 0

.
0 2 5 6 6 9 3 5

。

因此
,

在对某一组数据进行拟合时
,

在满足实际问题的一些特定要求的条件下
,

如某段

为直线
,

某点为角点等等
,

可根据观测数据所构成的近似曲线的变化规律
,

适 当选取分界节

点
,

各段乡项式的次数和各段联接点的光滑性条件进行计算
,

以满足所提出的精度要求
。

3 结 论

3.1 本文提出的最小二乘分段多项式拟合的方法
,

弥补了样条函数最小二乘拟合 的 一

些不足
,

可以适用于更一般的情形
。

水 2 本文所述的曲线拟合方法是建立数理统计基础上的数学方法
,

拟合曲线的数 学模

型是一个附有线性约束条件的线性模型
,

拟合曲线的精度可用均方误差来评价
。

3.
3 按本文所述的曲线拟合方法编制的计算机程序

,

能对平面离散数据构成的曲 线进

行分段多项式拟合
,

并能通过适当地选择曲线分界节点
,

各段多项式次数和各分界点的光滑

性条件满足很多实际问题的要求和所提出的精度要求
。

本文承蒙我税计算机中心丰乃信 副教授审阅
,

特 此致谢
。
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