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关于静力学与动力学矩方程间的对应关系

张 自 恺

( 西北农业大学水利系 )

摘 要

本 文从理论上论述 了
:

作平面运劝的 刚体 动 力学与平面 力 系静力学之间存在着明 显

的对应关系
,

即在动力学中亦存在着解决此类问题的一 矩
、

二矩和三矩方程 组 三 种 形

式
,

只 不 过在动 力学中投影方程用的是动量定理
,

拒方程 用的是动量拒 定理
。

应 用此 原

理 同样可 较方便地解决工程实际 问题
。

关键词
:

刚体动力学
;
静力学

;
对应关系

静力学问题是动力学问题的一种特殊情况
,

因此
,

静力学理论一般也是动力学理论的特

情
。

这样
,

两者理论之间就会有不少内容形成对应关系
。

对于教学来说
,

揭示这种关系就 会

为教好和学好理论力学提供方便
。

本文仅就矩方程方面来叙述这种对应关系
。

1 简述静力学与动力学的对应关系

下表列举了这种关系的主要内容
:

一

一
~

一一
—

别 静 力 学 动 力 学 附 注

投影平衡方程

艺 X = O

艺 Y = O

艺 Z “ O

质点运动微分方程

( 应用于质点 )

( 应用于质点及质点

系时
,

方程形式一样

乏 X = m火

艺 Y = m夕

E Z 二 m艺

左边各式中代号 的

含义见一般理论力

学教材

质心运动定理

应用于质点系

同上

=
M 丫

c

二 M Z
c

XYZ艺艺曰习厂.!.,耳.、
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续附表

杠杆平衡方程或力矩

平衡方程

刚体定轴转动

微分方程 同上

艺 m
:

二 0
艺 m

平面力系平衡方程 刚体平面运动

微分方程

}
艺 X = O

艺 Y = O

艺 m
。 二 O {

艺 X` ” = M义
e

艺 Y` ” = M丫
c

艺 Z` ” =玉叹之
e

L ^, L
:

及 L c
为

质点系对 A
,

B 及

C 点的动量矩其余

同上
。

刚体作平面运动时运

动微分方程的其他形式

M K
。

d L 人

d t

一一一一一一

人.了、 J了、、产eee(
`

了̀、

A1.、-
Xmm艺艺万}

艺 X = O

艺m
^ = 0

艺m
。 二 0

( A B不垂直于 X轴 ) d L
。

d t

( A B不垂直于 X 轴 )

d L ^

d t

d L
.

d t

d L
c

d t

一一一一一一

`

、产
、 .户、 J
,

eee
了̀、人了̀.了吸

.

c

mm班万艺乏
!万m ^ = 0

艺m
。 = 0

艺m
c = 0

( A
,

B
,

C 不共线 )

定轴刚体反力计算

( 具体式子略 )

( A
,

B
,

C不共线 )

定轴转动刚体轴承动

反力计算公式 同

( 具体式子略 )

2 有关矩方程间的对应关系

众所周知
,

在静力学中平面力系的平衡方程有三种形式
,

即一矩方程组
,

二矩方程组和

三矩方程组
。

这些方程组说明
,

.

投影方程可局部或全部用矩方程代替
。

这一性质在动力学中

仍然成立
,

这就是 当我们联合应用质心运动定理和动量矩定理于平面运动刚体时
’

在现时的
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课本中都是应用质心运动定理 ( 或动量定理 )写两个投影方程
,

同时用动量矩定理写一个矩

方程而得到刚体平面运动微分方程
。

不过
,

为解决这个问题
,

我们可以不用动量定理
,

而只

用动量矩定理 , 或只用动量定理的 一个方程
,

其余两个方程均用动量矩定理
。

也就是说
,

在

动力学中也有一矩
、

二矩和三矩方程组
。

在具体应用中
,

关键是动量矩的计算
。

下面就常见

的刚体三种运动谈动量矩的计算
。

2
.

1 作平动的刚体 ( 图 1 )

设平动刚体的速度为V
。

在此瞬 时
,

任一质点 m ,
的动量为m j V

。

现需求 刚 体

对三轴的动量矩 ( 请注意
,

现在的矩轴可

选为一空间直角坐标系 )
。

显然
,

我们不难应用合矢量矩定理得

到对
x ,

y及 z 轴的动量矩

习m
:

( m
*

V ) = m
:

( M
。

V ) ( 1 )

式中
: M

—
刚体的质量

;

M V

一
刚体的动量

,

其作用点 在质

心 C
。

这样
,

我们不难用刚体的动量对 某

轴的矩来求得刚体对该轴的动量矩
。

叮泛卜价

刃
夕 :

屯厂
少

2
.

2 作定轴转动的刚休 ( 图 2 )

图 1

设刚体绕
z
轴作定轴转动

。

任意第 i 个

质点的质 量为m : ,

坐标为
x : , y : 和 : , 。

于

是
,

刚 体对三轴的动量矩 ( 图中m , 。 ` y 产

平面垂直于
z
轴 ) 为

L z = J
z 。

L , = 艺m j r j 0 e o s 0 5 z j

= 艺 m j r j 口 2 上
z ;

. 一

r j

( 2 )

二 。 另 m 通 y j z ;

= 口 J
, :

( 3 )

图 2 同理
,

有 L
二 = 。 J

` ,
( 4 )

如果计算动量矩的轴非转轴
: ,

而为平行于转轴的任一
z `

轴
, z 与 z 产轴之间的距离 为 b

,

平 面 m j A O
产 y 尹仍垂直于

z 轴
。

则由图可见

r , j
= r j + r

。 z

于是
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L人 =艺 r s尹 x(m, v `
) = 习 ( r , + r

。 ,
) X ( m o v ; ) = 艺 r 5 X m : v j

+ 艺 r
。 , x m ` v j = 习 r j x m j v j + r

。 , x 艺m , v j = 艺 r j x m j v ,

+ r
。 , x M v

。

将上式投影到三轴上
,

得对三轴的动量矩
,

如对 z, 轴
,

则有

L z , 二 〔 艺 r j x m , v 、 〕 : , + 〔 r 。 , x M V
。

〕 : ,

下面列举两种常见情况
:

a .

作定轴转动的等直曲柄 ( 图 3 )

图 3中
,

直杆长 L
` ,

以 。 绕
z
轴旋转

,

则

= 了
,

口 +

L
Z ,

2

( r o , x M V e ) z ,
( 5 )

Y I O e o s o
·

a = 下 。 a e o s s
1

-万一
M 七

,

田 a C O S 口
`

心.几,dL
。声

l
砂

一一tL

式中
:

M ee 一杆的总质量
。

b
。

作定轴转动的圆盘 ( 图4 )

m 1 V i

、 / I r 夕/ 、 、 ` d L

图 3 圈 4

盘的质心 C在圆心
,

转轴通过 C
,

且质量对称面平行于
x y平面

。

不难看出
,

此时根据对 称

性
,

圆盘对 x 及 , 轴的动量矩为零
。

、
’

2
.

3 作平面运动 刚体 ( 图 5 )

为简单计
,

设平面运动刚体具有质量对称面
。

设任一质点的质量为 m : .

根 据 平 面 运

动理论
: 图形上任一点的绝对速度 v ; ,

等于其相对速度 v ; r

与牵连速度卜
。

的矢量和
。

于是 可

知 , 该点的动量矩由两部分组成
,

整个刚体的动量矩也由两部分组成
,

例如
,

对 y轴则有
:

L
,

= 乏 l j ,

= 叉m
,

( m j v j r

) + 艺m
,

( m j v j 。

) ( 6 )

由此可见
,

我们只需求出由于牵连平动所产生的动量矩加上由于相对转动所产生 的动量矩就

行了
。

而这两部分动量矩的计算则可利用上面已推 出的式 ( 1 )
,

( 2 )
,

( 3 ) 及 ( 4 ) 等

下面举例说明如何用二矩和三矩方程组解决动力学问题
,

同时简要地讨论一下多矩方程
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组的作用
。

例 1电动机的外壳固定在水平基 础 上
,

定子重 P ,

转子重 p ,

如图 6所示
。

转子的轴通

过定子的质 心O
, ,

但 由于制造误差
,

转子的 质

心 o
:

到O
:

的 距 离为
“ ·

已知转子匀速转动
,

角速度为 。 ,

求基础的支座反力
。

解
: 本题系哈工大所编 (( 理论力学 》 下册

中的例题
。

原书用动量定理解答
,

现用三矩方

程组求解
。

第一解法 这个解法的特点是矩轴为一空

间坐标系
。

图中取平行于
x 及 y 轴的

x l

及 y
,

轴
,

使 x 与
x 。 ,

y 与 y ,

轴间距离为
a .

对 y
,

轴写动量矩定理方程

功 `从
。

马峪
:

d艺m
, 1

( m v )

d t 一 艺m
, ,

( F e ) ( 7 ) 圈 与

舍

尸月

圈 6

为求转子对 y l

轴的动量矩
,

我们应用式 ( 3 )
。

Z j
为常量

a ,

于是有

图 7

由于已简化为平面结构
,
故式 ( 3 ) 了, 、 中 的

L
, , 二 。 J , , =

一

毋 ( 艺 m 1 y j ) a = 。 a M y
。
二 。 a p

_ _ 、 _ .I 、 `

一
` 峪幼亩 “ J `

y

式 ( 7 ) 成为

d ( 卫匕 e o e o s o t a
)

g

d t

= 一 ( P + P ) a +
’

R
:

燕

R
: = P + P 一 - e 。

“ 5 i n 口 t
p一琴从而得
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再对
x,

写动量矩定理

d (
~

」生 e o s i n o t a )

_
_ -

旦一 一一
-

_

_
二 一 R

,

n

d t

从而得 R ; = 一

令
· 。 ’ c “ s 。 ’

再对
z :

轴写动量矩定理

d ( J
: : 。 )

d t
= 一 p e c o s 曰 t + R ,

( h ) + M
人

从而得
M一 p O c O ` 口 ` +

专
e 。 ’ “ 。 , 。 ,

·

h
.

第二解法 这种解法的特点是采取与静力学完全相似的方法
,

即取三 个 奴 为 矩 心 求

解 ( 图 7 )
。

量
,

乃得

以 A为矩心
,

动量矩按式 ( 5 ) 计算
。

不过在应用时
,

如果质点系对
: 轴 的动量 矩 为 常

则式 ( 5 ) 右边第一项的导数不存在
。

于是得

d ( J
o , 。 + M V e

·

h s i n o t )

d t 一
一 p e c o s o t + M

^ ,

M ^ = P
e e o s 口 t + 一 卫- e 。 ,

h e o s 口 t
.

g

再取 0
,

点为矩心
,

得

d ( 1 0 , 。 )

d t
= 一 p e e o s o t + R r

h + M
^

乃得
R

, = 一

借
e 。 ’ c o s 。 ’

再取 B点为矩心
,

B点距 A为b
,

得

d ( Jo , 。 + 训 b
’ + h

,

红
d t

e o s i n ( 口 t + a

= 一 p ( e e o s o t + b ) 一 ( P 一 R
:

) b + M

化简上式
,

得

R
: 二 P + p

一卫一 。 。 2 s i n 口 t
.

g

不难看出
,

如将第二解法的第三个方程代之以 动量定理方程
,

解算将得到简化
。

下面我

们进一步来看看本文所述内容的作用
。

首先
,

在理论上
,

本文 在
“

矩
”

领域内揭示了静力学与动力学之间的内在联系和区别
。

这

对于教学来讲
,

可以使师生看到这两部分知识间存在着
“
矢量之矩运算” 和

“
矢量 投 影 运
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算
”

的共同特点
,

而在概念上却各有自己的特点
。

其次
,

在实际应用上
,

在不少矩情况下
,

本文提

出的多矩方程组不如用一矩方程组来的简单一些
。

这是因为投影运算一般比矩运算要简单一

些
。

这种情况大体和静力学的同类方程组相类似
。

不过
,

现在的情况要复杂一些
,

因为在静

力学中
,

由于物体是平衡的
,

因此加速度为零 ; 而在动力

学中
,

物体的运动加速度不为氰 因此出现加速度 (或速

度
,

或位移 )未知量 ( 这里
,

我们是指已知力求运 动 的

情况 )
。

于是
,

除了力矩运算外
,

还要作动量 矩 运 算

等
。

这样一来
,

是否多矩方程组就无实用价值了呢?不是

的
,

下面再举例予以说明
,

在一些情况下
,

用多矩方程

组与用一矩方程组相比
,

解题的难易程度差不多
。

例 2 图 8示均质杆 A B长为 l
,

放在铅直平面内
,

杆的

一端靠在光滑的铅直墙上
,

另一端 B放在光滑的水平 地

板上
,

并与水平面成 甲 。

角
。

此后
,

令杆 由静止状 态 倒

下
,

求
一

( 1 ) 杆在任意位置时的角加速 度 和 角 速 度
,

( 2 ) 杆所受反力
。

解
.
设某一瞬时

,

质量为m 的杆运动到BA 位置
。

首先以 C
、

为矩心列出动量矩定理 方程
。

由于 A B作平面运动
,

据式 ( 6 ) 其动量矩包含两项
,

于是有

d ( m
~

卫二。
.

止 - + ;
。

。 )

2 2 _ _ 乙 _

—
= F 一

`

万一 C O S 甲
a t 乙

1
, 。 ,

~

上 式 甲 1戈人 )
。
二 ~

T节一m l
` ,

得
1 白

。 =

架
一
餐

C O s 中 ’

注意到 一

半
= 。

,

积分上式得

3 9
` 。

二 。 。 , , 。 、

切
` = 一 2一

、 ) l “ 岁 。 一
“
”

`
甲 夕

为了求得N 人 ,

应用沿
x 轴的动量定理

:

d ( m一互 。 。 i。 中 )

2
、 ,

—
= 1 、 人

d t

化简上式
,

并代入
“ 及 。 ’

的值
,

得

N

一李
( 一 i · 中

一
2

一
切 ,一 `

半 一 * ( 一 、· 。 。 +

普
S` n 甲 ,

为了求得 N
, ,

写出以 C为矩心的动量矩定理
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d ( J
。 。 ) _

d t

一 N 人 (李
5 in 、 ) + N

。
(

艺 2

e os 甲 )

化简上式后
,

两边都除以 co s 中 ,

得

N
:
二 N * t: 。 十

丰
m ;

4 一

上式中代入 N A ,

即可得

、 ,

1
1丫 n = 一一 r l l

4
-

3
_

_

g ` 万m g
乙

s , n 切 ` s` n 卯 。 一

音
S` n 。 )

.

由此例可见
,

应用二矩方程组解题
,

并不比用一矩方程组复杂
。

最后
,

要指出
:
静力学的二矩方程组和三矩方程组均有附加条件 ( 见本文开始时的表 )

。

那末动力学中的二矩和三矩方程组是否也有附加条件 ? 这里
,

只要注意到
:

动量定理和动量

矩定理的一矩
、

二矩和三矩方程组在形式上都是达朗伯原理的微分表达
,

也就是说
,

这两种

方法所得方程是一样的
。

就不难得出结论
: 这里

,

附加条件也是有的
,

而且与静力 学 的 二

矩
、

三矩方程组的附加条件是一样的
。

O N T H E C O R R E S P O N D I N G R E L A T IO N S B E T W E E N

S T A T I C S A N D D y N A M I C S O N M O M E N T E Q U E T I O N S

Z h a n g Z i k a i

( D e P a r 才。 e n * o
f 附

a t e r
C
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N o r t h o e s t e r n A g r i c u l t u r a l U n i v e r s f t y )

A b s t r a e t

T h i s p a p e r d e a l s w i t h t h e a p p r a n e n t e o r r e s p o n d i n g r e l a t i o n s e x i s t e d b e t w e e n

r i g i d d y n a m i e s

fo r m s o f o n e ,

a n d s at t i e s i n

t w o a n d t h r e e
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i
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