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几种常用的多阶段增长曲线的拟合方法

袁志发 领科让

(西 北农业 大学基础课部 )

摘 要

由于外界条件的变化及内部生 长机理的控制等原因
,

很 多生长现 象具 有阶段性
。

本

丈就阶梯型
、

折线型和 多阶段 L o g i s t ic 及 M i , h C r il s h等形式的阶段增长模型进行 了拟合

方法的研 究
。

关幼词 多阶段增长曲线 , 阶梯型增长模型
, 析线型增长模型 ; 多阶段 L办 9 1 , t讹增

长模型 , 多阶段 M i s h e r l i s
h增长模型

由于外界条件的变化及 内部增长机理的控制等原因
,

很多增长现象都具有阶段性
。

本文的目的在于给出几种常用的不 同形式的多阶段增长 曲线的拟合方法
。

一
、

阶梯型增长曲线的拟合

阶梯型增长曲线的方程为
:
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其图象如图 1 所示
。

假设我们所观察到的阶梯增长序列为

X
l ,

X
Z ,

… … ,
X n ( 2 )

f ( t ) 的拟合步骤如下面所述
:

用方差分析划分阶段

1
.

对序列 ( 2 ) 进行粗略分析
,

大致

分为 K 个子序列
:

人
,
·。·!·。。l

;

一

图 1

本文于 1 9色5年 1 月 2 4日收到
。
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M S : 称为阶段间均方
,

M S e称为误差均方
。

若方差比

黯
> F a ( k 一 , ,

卜 “ ,

则可认为在水平 K a 之下
,

序列 ( 2 ) 分为K个阶段是显著的
。

2
.

找出相临两阶段的最合适的分点
。

由于C和 R与 K无关
,

故第 i阶段和第 i + 1 阶段

最合适的分介点应是

令
+ T

名 . + 1

n ` + l
最大

。

利用这个原则可逐 阶段找出最合适的分介点
。

3
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设最合适的 分介 点为 X n : ,
X n , + n : , … ,
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〔例 1 〕 利用表 1 数据
,

拟合阶梯函数 f (t )
。
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从表 1大致可看出从 19 0 9年一 19 7 4年可分为三个阶段
: 19 0 9一 9 1 1 8为 冷 期

,

其和

T
; 二 1 8 3

.

5 , n ; = ] o ,

平均 值 X
; 二 1 8

.

3 5 ; 1 9 1 9一 1 9 5 2
·

年 为 暖
一

期
,

其和 T
: 二 6 5 4

.

3 ,

n Z = 3 4 ,

平均值 X
: 二 1 9

.

2 4 , 1 9 5 3一 1 9 7 4年为冷期
,

其 和 T
: = 4 1 2

.

5
, n 3 二 2 2 ,

平 均 值

X : 二 1 8
.

7 5
。

T = T : + T
。 + T

3 二 1 2 5 0
.

3歹
、

C = 2 3 6 5 5 ` 6 1 ,

Q = 2 3 6 9 3 、 0 3 ,
R = 2 37 0 8

。

4 5 ,

n = 6 6 ,
K = s

。

故

F =
.

资爵备斋乌 = 1 5
。

1 5
一 `

.

氖泛
、、

由于 F
。 . 。 : ( 2

, 6 5 ) = 4
.

9 5 ,

故 2 9 0 9一 2 9 74年 ltJ 分为三个阶段是极 显 著 的
。

相临

两阶段的最合适分介年限通过下面计算河看出
, 1 9 1 8年和 1 9 5 2年是最佳分介年限

。

裹 2

分介年

、 、
、

黄匕不冷。 期介限的确定
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_
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.
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.
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。
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.
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。
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。
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。

4

衰 3

分介年

第二个映冷期分介限的确定

1 9 4 9 1 9 5 0 1 9 5 1 19 5 2 1 9 5 3 1 9 5 4
一 _
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。
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。

8 2 0 3 2 5
.

3 2 0 3 2 4
。

5 2 0 3 2 4
。

7

由以上分析可知

1 9 0 9年基 t墓 19 1 8年
,

2 9 1 9年鉴 t墓 19 5 2年
;

1 9 5 3年奎 t基 1 9 7 4年

爪儿队
、

ǎ一

误差 6 2 二 O
。

24 5

二
、

折线型增长曲线的拟合

折线型增长 曲线的方程为
:
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其图象如图 2 所示
。
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假设我们观察到的析线增长序列为

( 7 )比沁仁X如X

.

日习
」

f( t )的拟合步骤如下所述
。

1
、

由 x、起 顺序 增多观察点 求相 关系

数 r, ,

直到 ( 1 一 r
又) 八

n , 一 2 ) 二 S t
:
最小

为止 ( n :是用的观察点数 )
,

则得到了第一

段折线
,

其方程为前 n ,
个点所拟合的直线方

圈 2

程
。

由第 (n
; 十 1) 个点开始顺序增点 数求相关系 数

r : ,

直 到 (1 一 r
劲 / (n

2 一 2) = S孟最

小为止 (n
:

是 r Z

所用的点数 )
,

则得到了第二段折线
,

其方程 为从 第
n ; 十 1个点开始

的 n :

个观察点所拟合的直线方程
。

仿此可得到
r , 、 r ` 、

… …
、 r ` 及其所对应 的直线方

程
。

由 r ;

可检验第 i段折线的显著性

“
、

设 ” 二 `·

(债井 )
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r ; 二 了 ( 1 一 r 、忆

) / (
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。

1 , 2

将 r ;

及 r ; ; ,
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;
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, + 、 ,

则可用 t分布检验
r `

及

r , , ,的差异显著性
,

自
一

由度为 ( n , + n Z一 6 )
,

、 ,
, 。

二
、

/ 才 1
.

2
: 一 、 。 ; 一 。 ; 十 `

,/ 衬不二百
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’

3
、

由 a , + b
; t 二 a , , , + b

; + 、 t可解 出
e ; 。

〔例幻 某地花生油价格如表 4 所示
,

试拟合折线型增长函数
。

表 4 某地花生油批发价格

专之…
1

1小 1小 6 { 7 8 { 9 1 1 0 1 1 1 } 1 2

] 9 5 3

1 9 5 4

1 9 5 5

1 9 5 6

6 1 5

7 0 0

8 7 5

6 0 5

7 4 0

9 0 0

5 9 5

7 2 0

8 9 5

5 7 0

7 1 5

8 4 0

5 3 0

7 1 0

8 1 0

5 2 0

6 9 0

7 6 5

5 2 5

5 2 0

6 6 0

7 5 0

5 1 0

4 8 0

6 4 0

6 8 5

4 6 5

4 4 0

6 3 5

6 8 0

4 6 0

4 8 0

7 8 0

7 7 0

5 1 5

5 4 0

8 0 0

7 8 5

5 6 0

5 7 0

8 3 5

8 0 0

①第一段折线的拟合

用 1 9 5 3年 7 , 8 , 9 三个月 数 据 得
r , 二 一 o

.

9 2 2 o r ,
( i 一 r

t ) / ( 3 一
2 ) = 0

.

1 4 9 8 8 ;

用 1 9 5 3年 7 , s , 。 , 1 0四个月数据 得
r 、 二 一 0

.

7 4 7 5 3 ,

( i 一 r
费) / ( 4 一 2 ) ” 0 .

2 2 8 5 9 ;

用1 9 5 3年 7
,

8
, 9 , 1 0 , 1 1五个月数 据

r : 二 一 o
.

2 3 s o r
,

( i 一 r
r ) / ( 5 一 2 ) = 0

.

3 1 4 4 5 ,

故第一段折线只能由 7 , 8 , 9三个月数据拟合
,

其方程 为
.

X = 9 2 3
.

3 一 5 5 t , r 、 二 一 0
.

9 2 2 0 1

②第二段折线的拟合
` .

` ;
·
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用 1 9 5 3年 1 0
, 1 1 , 12 及 1 9 5 4年 1 月四个月数 据拟

.

合
,

一

r : = 0
.

9 9钱.2

( 1 一 r
孟) / ( ` 一 2 )

= 0
.

0 0 0 7 7
。

再加
.

L 1 9 5 4年 2 月数据
,

得
r Z = 0

.

9 5 5 2 1 ,
( 1 一 r孟) / ( 5 一 2)

段折线只能用前面四个数据拟合
,

其方程为
:

= 0
.

0 2 9 1 9
生

_ .

\
,

故第二

X 二 一

4 9 + 5 1 t ,

③第三段折线的拟合

r Z = 0
.

9 9 9 2二

用 1 9 5 4年 2 一 9 月 8 个数 据 得
r , 二 一 0

.

9 7 8 6 6 ,
( 1 一 r二) / ( 8

1 9 5 4年 2 一 10 月 9 个 数 据 得
r 3 = 一 0

.

9 4 9 73
,

( 1 , r扔 / 丈。 -

第二段折线只能用
、

19 5 4年 2 一 9 月数据拟合
,

其方程为
:

X 二 9 2 6
.

2 5 一 2 2
.

5 t , r , 二 一 0
.

9 7 8 6 6二

乞 ) = 0
.

0 07 0 4 ,用

2
.

)
=

q
.

0 1 4 0 0

用幻

盗日

④第四段折线的拟合

用 1 9 5 4年 1 0一 1 2月 8个数据 得
r * 一 Q

.

9 8 19 8 ,
( 1 一 r盖) / ( 3 一 2 ) = 0

.

0 3 5 7 1 ,

1 9 5 4年 1 0一 1 2月 及 1 9 5 5年 1 月 4 个 数 据 得
r ` = 0

.

9 5 9 1 7 , ( 1 一 r
滚)八 4 一 2 ) 二 0

.

再加
_

I: 1 9 5 5年二月 数 据 得
r ` = 0

.

9 7 8 2 4 ,
( 1 一 r盖) / ( 5 一 忿 ) = 0

.

0 1 4 3 4 , 再加上 1 9 5 5年

三 月 数 据 得
r ` = 0

.

9 4 8 4 9 ,
( 1 一 r二)/ ( 6 一 2 ) 于 Q

.

0 2 5 09
。

故第四段折线只能 用 弓个

数据来拟合
,

其方程为
:

一

一

材
X 二 一 2 0 2 6 + 6 s t , r ` = 0

.

9 7 8 2 4二

⑤第五段折线的拟合
用 1 9 5 5年 3 一 8 月 6 个数 据 得

r 。 二 一 0
.

9 5 8 5 5 ,
( i 一 r孟) / ( 6 一 2 ) = 0

.

0 2 0 3 ; 再

加上 , 月 数 据得
r : : 一 0

.

9713, (1
一 r

)j/ 行
一 2 )

= 0
.

0 1 1 28 , 再加上 1。 月 份 数

据 得 r 。 二 一 0
.

1 32 79
,

( 1 一 r孟) / ( 8 一 2 ) 二 0
.

1 6 3 7 3
。

故第五段折线只能 用 3 一 9 月的

7 个数据拟合
,

其方程为
:

X 二 1 1 6 8
.

9 一 1 6
.

2 5 t

r 。 二 一 0
.

9 7 1 3 9二

⑥第六段折线的拟合
用 1 0 5 5年 1 0一 1 2月及 1 0 5 6年 i 一 2 月 6个数据 得

r

一 百
.

0 9 4 6 3 ,

( i 一 r
孟) / ( 。 一 2 )

= 0
.

0 0 3 5 7 ; 再加上 3 月份 数 据 得
r

一 0
.

9 6 9 0 1 ,
( 1 一 r

孟) / ( 6 一 2 ) = 0
.

0 1 5 2 5
。

故 第

六段折线用前 5 个数据拟合
,

其方程为
:

X 二 一 2 9 6 + 3 1

岔第 7 段折线的拟合
’

.

s t , r . 二 0
.

9 9 4 6 3二

用 1 9 5 6年 3 一 8 月 6 个 数 据 得
r , 二 一 .0 邹 9 7 7

,
、

` 1 一 r扫 / ( 6 一 2 ) 二 o
,

0 0 5 0叭 加

上 9 月 份数据 得
r ? = 一 0

.

9 8 7 9 2 ,
( 1 一 r浮) / ( 7 一 2 ) = 0

.

0 0 4 8 1 , 再 加 土 1 0 月 份

数据 得
r , 二 一 0

.

8 2 0 2 9 ,
( 1 一 r季) (/ 8 一 2 )

= 0
.

0弓4 5 2
。

故第七段析线应用 1 9 5 6年 3一 9月
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的 匕个数据拟合
,

其
一

方程为

入 二 2约 7
.

石一 3 6
。

2 5 t

圆第 从段折线的拟台

用工9
一 c年 10 一 1夕月三个数据 得

r , 二 1
,

丈 1

程为
:

X = 8 0 + 15 t
,

综 土所述
,

所拟合的折线型增畏街线为
:

v-l = 一 0
。

g 朽7 , 1
。

!
一

; )八 3 一 2 ) 二 0
。 。

饮第八条折践 为

1’s = 1

甲 -

9 2 3
.

3 一 5 5 t
, 7 二呈 t鉴 9

一 二9 + 5 I t , 1 0鉴 t鉴 1 3 ,

( 1 9 5 3年 7 一 9 月 )

(怕洲年 10 月一 1朽
`

}年 1 月 )

9 2 G
.

2 5 一 2 ?
.

忍t
, 1尾奎 t挂 2 1

,

( 19 5」年 2 一 9 月 )

一 0 2 6 + 6 8 t
, 2 2 、 t鉴 2 6 ,

(一。 5 4年 1 0月一 1 9 5 5年 2 月 )

l x 6 8
.

g 一 1 6
.

2 5 t
,

2 7鉴 t二 ;; 3 ,
( 1 9 5 5年 3 月一 9 月 )

一 2 9 6 + 3 1
.

5 t
,

3 :鉴 t鉴 38 ,
( 1 9 5 5年 1 0月一 1 9 5 6年 2 月 )

22 97
.

5 一 3 6
.

2汁
,

39 鉴 t鉴场
,

( 1 9 5 6年 3 一 9 月 )
一

:

、
、/几卫ó

了

`
、

尸
丫1

仁
8 0 + ` 5 ` ,

、

` 6盛 ,鉴 4 8 ,
( ` 9 5 6年 10一 1早月 )

é<q、公
相临两阶段折线的异 同 (回归系数 ) 可通过它们的相关系数的比较获得 结 论

阶段的转折时间的估计为 (单位
:

月 ) C一 9
.

1 7 ,

C
Z = 1 3

.

2 G ,
C

3 二 2 1
.

5 7 ,

C
。 二 30

.

68 (估计值未在 3 3到 34 之间
。

说明花生价格有暴涨 )
,

C . = 38
.

2 8,

(有暴涨 )
。

各阶段的回归系数说明每月花生油价格平均上升或下降多少
。

相 临两

= 2 6
.

0 5 ,

= 4 3
。

2 6

三
、

多阶段L og i s t ic 增长曲线与M i s h e lr ic h增长曲线的拟合

L o g i s t ic 有限增 长曲线的方程为

A

y = 1 + a e 一 “ , (
a ) O )

由于 L o g i s t ic 曲线的上限为 A
,

就产生了两阶段之间
“
突变

”

故两阶段的 L o z i s t ic 曲线之间有
“ 突变 ” 增长发 生

,

这

点的估计和两段 L o g i s t ic 曲线的光滑衔接问题
。

下面我们

以两段 L o g i s t i c 曲线为例说明之 (多阶段可仿此进行 )
。

两阶段 L o g i s t ic 增长曲线的方程式为

A
1

i + a l e 一 `一’ ,

H ( t )

_二
2一

_
i + a : e 一 ` : ’ ,

o 鉴 t鉴 T
; ;

T
;

三 t呈 T
: ;

士) 气
T

:
’

一
`

一
’

( 8 )

|/

I
J

I
一一

、少令毛
尸̀、

f ( t ) 的图象如图 3 所示
。

设我们所观察到的两阶段 L 。
彭st ic 增长序列为

.
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灸
. . . . . . . . . . . .

… …
父 簧 ( 9 )

t一X

知

耘

……~-----泣二叮……
_

/ / { }

f ( t ) 的拟合步骤如下所述
。

1
.

拟合 X = ,

1

A
;

十 a 一 e不
,

确定 T
:

和 T
:

6 18 法优选 A :后线性化可估 算 出使

X
Z̀、

不 飞

A
l

1 + a l e布)
2

ō曰甘门ó尸.用、̀

圈 3
最小的 A ; 、

( t
` ,

X
`
)

a : 和 b : ,

若最后一个拟合点为
,

则 T
l 二 t

` ,

而 T
Z 二 t : + : 。

2
.

用 ( t
【 ; 、 ,

X
` ; 1

)
,

( t
【 、 2 ,

X
x + 2 ( t

。 ,
X

.

) 拟合

又
, =

一止半一
1 + a Z e

估示f
一

出 A
Z 、 a Z

和 b
Z 。

3
.

选择
“
突变

” 增长函数
。

由于

A
l

1 + a l e 一` 一’

的上限为 A
; ,

即 X 二 A
:

为其水平渐近线
,

故从 T
:

开始
,

应有一 “
突变

” 增长函数 H (t )

存在
,

使增长突破 A ,
而转向第二阶段的增长

。

设增长是连续的
,

我们不妨要 求 H ( t)

在接点 ( T
: ,

X ( 1
`

; , 及 〔T
: ,

X ( T
,

) 〕 处满足如下条件
:

`、产八Uj.上丫、

( T
I )

( T
:

)

( T x
)

( T
Z

)

= m l

= m
Z

二 m 3

= m 二

`
、户
、、产、夕、刀」TTTT

了.、了、泊、̀了̀、六X.’X<
X
<X

一一ù一一一一一

由于三次多项式亦是
` ,s ”

型曲 线
,

故 我 们 选 取 H ( t) = at 昌+ b t Z + ct + d
。

由

( 1 0) 可得

+ b T老+ e T : + d =
A :

1 + a x e 一 ` I T x

人
:

i + a Z e 一五 , , 2

a l b : 人一e 一 “ : 了 :

( 1 + a : e 一 `一, :
)

1

a ,
b

:
A

: e 一 “ : , :

二 m
l

+ b T孟+ e T
: + d =

= m
Z

TT
厂ó!
.

|冲|

{
3 a T扩+ 2 b T

: + e =
二 m , ( 1 1 )

8 a T 孟+ 2 b T
Z + e =

一一
一二 ` ` ` 言 = m

`

了 ` . , . . - ~

、 l + a , e 2 2 ,
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则式 ( 1 1 )
`
丁写 J戊

T B 二 M

由十 {T }= 一 ( T
: 一 T

、
)

`
斗 。 ,

故 T
一 `
存在

。

因而

B = T
一 I

M

其 「1,

T
,

三( T
Z 一 3 T

,
)

6
`

r
一
T

Z

一 3 ( T
Z + T

;
)

2

T ; ( 3 T
: 下 T

:
)

一
T

;
T孟( T

: 一
T

、
) T ; T

:

( T
Z 一 T , )

T
一 t

= ( T
: 一 T

:
)
一 “

一 6 T
I
T

Z

T
,

( T
Z 一

T
;
) ( T

: + Z T
:
) T

l
( T

Z 一
T

,
) ( T

t + Z T
,

)

3 ( T
:

斗 T r )
一
( T

Z 一

T
,
) ( T

L+ 2 T
2

)
一

( T
Z 一

T
;
) ( Z T

I +
T

Z

( T
Z 一

T 一) ( T
: 一

T
;
)

即
H ( t ) = 〔 1

, t , t Z

显然
,

还可利用 H (t )

如什么时刻突破了 A l
等

。

在 〔 T : ,
T

Z

〕

, t 3〕 T
一 `M ( 1 4 )

士的性质讨论一些符合对象增长机理的分析
,

M i t s h e r l i e h增长曲线的方程为 y = A + a e 一 ` ’
( a

( 0 )
,

_

上限为A
。

两阶段的 M i t s h
-

e r “ C h增长仲邹弃“ 为
’

一l
f ( t ) =

悦

〔

A
一 + a : e

H (t )
;

A
Z + a Z e

一 五 .. e `

1 0 基 t墓 T -

T l墓 t盛 T
Z

t ) T
:

( 15 )

其图象如图 4 所示
。

其拟合步骤与两阶段 L og is t i c 增 长曲 线相

同
,

H (t ) 亦为三次多项式
,

矩阵 T 相同
、

B相同
,

矩阵 M 中的元素 含义不 同
,

其 中

m r = A x + a 2 e 1 1 ,
m

, = A
: + a : e 2 2 ,

m s = 一 a 一b l e 一 “ l ? 1 ,
m 一 = 一 a :

b
: e 一 “ Z T : 。

H ( t )
=

`

〔1
, t , t Z ,

t 习〕 T
` , M

” 〔例 豹 设有一两阶段 L 。
ig

s it 。
增长曲

线为
一 ` ·

! ’ 一 一
·

`

扒 )

一 一 一 一 一 一 一一 一 ~ , 一: - 一 一 一

二二异产
.

二 J

一 - - - 一 一 一 -

.

.

; 了
’

二
,

止
弓 l

T过 T
:

-

· `

. 4

o 《 t 荞10 ; ; ;
,

;

f
.

( t ) 1 0簇 t ( l 叭
.

{

t ) 11
; ’ -
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其 ` }, , A l

于笼

云}
一

算爹
主、

3 , a : = 2 ,

b
; 二 0

。

5 ; A
; = 4

( t )

` }言
/丁二:

= a t
3 + b t Z + e t + ( l ;

`

r
、 = 1 0 ,

1 , a Z 二 4 ,
b

: = 0
.

2 ,

T
:
二 1 1

。

T
一 l =

一扮2 9甘

6 6 0

一 6 3

2

2 3 0 0

一

6 6 0

6 3

一 2

一

l竺1 0

3 4 1

一 3 2

1

一

1 1心0

3 2 0

一 3 1

1

入1
’ = 〔2

.

9 6 0 1 ] 3
.

0 4 8 7 5 0
.

0 1 9 6 8 0
.

1 8 7 2 6〕
a = 0

.

0 2 9 6 6 ,
b =

一

0
.

8 5 0石, e = 5
.

1 3 1 6 8 ,
d = 一 2 2

.

9 6 69

I于 ( t ) 二 0
.

0 2 9 6 6 t
3 一 0

.

8 5 0 5 t
2 + 8

.

1 3 1 6 8 t 一 2 2
.

9 6 6 9 ,

〔1 0 , 1 1〕

当 t 二 1 0
.

6 8时
,

H ( t ) = 3
.

0 0 0 7 ,

即 t 二 2 0
.

6 5为两阶段间的实变点
。
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