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在第三项系数限制下的iB eb er b a c h猜想
’

王 乃 信

(西北农学院基础课部 、

摘 要

本文证得
: 设 f (

z
)

= z + a : z ` + a s z 3 + … + a 一 z ·
+ … 。 S

,

则当 1
a s

!提 2
.

4 5时
,

对所有
n ) 7 ,

恒有 }
a 。

}<
n , 又当 1

a 3
! ( 2

.

6时
,

存在着绝对常数 N
,

使当 n > N 时
,

恒 有 1` l

< n 。

从而改进了 目前 已知的最好结果
。

_ 己百 健犷
、 J 协 「 4

为简便计
,

本文恒记

b
.

台卜
.

!
。

1 9 1 6年
,

B i
e
b

e r b
a e h提出著名的猜想

:

若 f (
z
)
二 z + a : z , + a s z 3 + … + a 二 z ·

+ … 。 S
,

则恒有 b
二

镇 n , 当且仅当 f ( z
) 为 k o o b e

函数及其旋转时
,

全部等号成立
。

这一猜想极大地刺激了单叶函数理论的发展
。

然而
,

这一猜想至今未被证实
。

关于在第三项系数限制下研究 iB
e b e r b a 。 h猜想的工作

,

近年来主要进展如下
:

1 9 7 4年
,

E h r i g 〔 , ’证得 :
若 f ( z ) 。 S

,

则当b s镇 1
.

0 3 2时
,

对所有
n ) 9 ,

恒 有 b
二

<

幻 又当 b 3镇 2
.

43 4时
,

存在着绝对常数 N
,

使当 n > N时
,

恒有 b
二

< n 。

1 9 7 9年
,

任福尧
t艺 J证得

:

若 f ( 2) 0 5
,

则当 b
。蕊 1

.

71 时
,

对所有
n ) 7 ,

恒有 b
,

<

幻 又当b
。镇 2

.

4 49 时
,

存在着绝对常数 N
,

使当 n > N时
,

恒有 b
.

< n 。

1 9 5 3年
,

胡克
、

邓声南
、

叶中秋
〔 3 ’证得

:

若 f ( z ) c s
一
,

则当 b
。 < 2

.

4 时
,

对 所 有

n ) 7 ,

恒有 b
,

< n , 又当 bs < 2
.

5 53 时
,

存在着绝对常 数 N
,

使 当 n > N 时
,

恒 有卜
,

<

n 。

本文 旨在改进上述最好的结果
。

二
、

引 理

先重述下文要用到的两个 已知引理
:

引理 1 (胡克 t , 1)
:

若 f ( z ) 〔 S
,

则对任意的自然数 n 和实数
a

( o < a < 了)

.

本文承蒙任福尧
、

刘书琴教授多次审阅并提出修改意见
,

特致衷心谢意
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恒 有

(。 n 乞 b l : , : ) 乞《 日
乞 - (牛牢鱼

b
, 2 一 。 (卜

。 ) b : : 。、
、 1 一 a ,

其巾 尽二 二业兰一二二巴巴生
,

b z ` 十
.

: 。

n 一 1 一 仪

,诬1
.r.

已,一

引理

至 = 0

2

恒有

n

( F i t z
G

e r a
l d

〔` 」)
:

若 f ( z ) 〔 S
,

则对任意的自然数
n 和实 数 x : , x : ,

了 . ,

( 万
b

, 名
一
)

’ 落

乏乏(
P = 1 9 二 1

p

盲
` 。

、
( p

,
q ) b

、 ’

)
’ , ’ , ’

P = 1

其 申 母
、
( P

, q ) =

妙
、

( p
, q ) =

k
=

日
、

( q
,

1 , _

气万 、 P 一
Z

P )
,

且当 P毛 q时
-

{k
一 q ! + } ( p 一 ! k 一 q ! ) } )

。

引理结果等价于

n n

艺艺
A

, , ,

一
) 。 ’

P = l q = 1

其中

P + q 一 1

、 : · :

一

艺
” 、

( p
, q , b

、 么一
b

, : b
,名。

k = l

又等价 于

AAA i , 1

A : , l

A ;
, :

人 1 , 二

A
: , 二

A
: , f 二

A
二 , .

为半正定实对称方阵
。

再建立如下引理 :

引理 3 :

设 f (
z
) c s

。

对某一确定的m
,

如果

沮: 一 b气 ) 。 。

> O ,

( m : 一 b
. 么
)

2

A
二 , 二

) p
。

> p > O ,

则存在着绝对常数N
,

使当 n > N时
,

恒有

b
. 名 ,

- - - 二一 忆
味 尸:

n 石 匕

7

( 1 + P )

证 : 由引理 2 知

A
: , :

A
二 , 二 一 A

艺二 , .

妻 0 ,

故有
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O有 .ù
.

一
.

1、
.

` +
.一,óùó、尹.n

么一工n阅日
二A,一盖月ó,自 .

一
`

k
b

二 `
落 A

. , , 、 b
。 ` 一

此即

n

时 、

乏
“ b、 十

k = l

( Z n 一 k ) b
、 名 一

人 名。 , .

A
。 , 。

又知当 n 》 m时
,

Z m 一 l

A
二 ,

一
艺

k b 之
。

一 艺 ( Zm 一 k ) b
Z一 , 卜 、 一 b

, Z b
。 2

k = l k = m 十 1

Zm 一 1
一 ( m

Z 一 b一) b
。 2 +

艺
k ( b :一 、 * 、 一 b

二 :

卜 艺
( Z m 一 k , ( b

: ·

一
b

Z·

,
·

k = l

注意到
,

由叶 中秋 〔“ 〕的估计式 一 入: 二

k 二 m + l

一 3
.

3 9 4 < b一
: 一 b

.

< 2
.

9 4 5 二 入护刁
一

知
,

人
, , 。

) ( m
之 一

b
Z二 ) b

. 2 一 C l 一 C
:
b

。 ,

其中

Zm 一 k m
、 1

C ; = 入
、

: 名

万
k ( m 一 k )

2 二 入
1、 念

艺
( Zm 一 k , (卜 m )

: = 2、 `
入:

艺
k (。 一

k )
: ,

k
二 l k = m + 1

Zm 一 l

C : = “ 、 1

艺
k ( m 一 k卜 2 、 :

叉 ( Zm 一 k ) ( k 一 m ) = 2 (入:
.

久2 )

k = 1 k = m + l

。 、
、 : ,

b气 ~

匆川
’
曰石可沪

7

6 ( 1 + P )
时

,

有绝对常数 N
. ,

使对所有 n > N
。 ,

恒有

A
. , :

> ( m
Z 一 b

。 2 ) b
. 2 一 C l 一 C : b

.

> 0
。

已知有 1
. ,

短对所有
二 ,

恒 有 b
。

、 卫
。 。 。

如果 !
. ,
<二典二

一

则结论显然成立 , 如果
o 、 i 十 p 少

1、 夕
7

6 ( 1 + P )

则 “ n
> N

。

且
爷

) 7

6 ( 1 + P )
时

,

恒有

b
·

“ `
· ’

(
.

晋一合
一

)
-

、 ;一

(晋一告
一

)
一 p

·

A
i 。 , .

A
. , 。

A气
, 。

( rn Z 一 b
, .

)
艺
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<1

b
。 4

n `

(晋一告
一

)
一 p

。

(
b

· ’ -

+ p
.

_C
一 + C :l

.n

〔m 么 一 b
. 2 )n :)

2

旦止卫
里丛卫

~

、
m

l 一 b
. 艺

/

<,

.(z 晋
一

斋 )
。

.`一̀乞t。一n
`

了、

此式一致地有

Ii m b
二`

n
今 co n .

7 1
.忿

6 ( 1 + P。
)

取定满足 1 + p一 (1 + 。 )
2
仃 + p )的 。 > 0 ,

则有绝对常数M : ,

使当 n > M 、时
,

b
二

或 巳 满

足引理结论
,

或使

上之才 7 1
. 2 ( i + 。 ) _ 7 1

. 2

_
, . / :

j 、 ` ; 二了一丁二 - - 一 -一 -丫一
~

一

一
—

1 , ~ 气、 1 .

n 一 U ( 1 + P
。

) 6 ( 1 + P ) ( 1 + e )

如果 1:
“
<

7

6 ( 1 + P )

,

则结论显然成立 , 如果 1产)
7

6 ( l + P )

,

则 当 n ) Z M : 且

爷
)

一

。丹可
时

,

恒“

爷
· 。

.

(爷
一

信韶器舞
~

)
`

< l : :

(晋
一

裔)
·

命
` ,一 ,!

!
, M

l! `M !

一 ,`
。

此式一致地有

1i m b
. `

n
~ co n 4

7 1一么
~

万石下不又
一 。

因而
,

对于上述
。 > o ,

亦有绝对常数 M : ,

使当
n > M : 时

,

b
,

或已满足引理结 论
,

或 使

b
, 4 二 7 11 , ( i + 。 ) 一 7 1一么 一

1 . / 1 -

一
.

、 丈

—
一

一
二二= 1咬 、 、 i , 。

n ’ 6 ( 1 + P
。

) 6 ( 1 + P ) ( 1 + e )

重复以上步骤
,

得递减正数列 { I
, : k = O , 1 , 2 , … …

其 中

7 1
` 艺

6 ( 1 + P ) ( l + e )
二 1

4

与之对应
,

有绝对常数列 {M
、 : k = o

,

1 , 2 ,

… }
,

使当 n
> M

、
时

,

.b 或已 满 足引

理结论
,

或使

争
成 `

1受 { l
、

}

b
一急

的极限为 l
,

则

7

6 ( 1 + P ) ( 1 + e )

故有 s ,

使1乞
,

<
7

6 ( 1 + P )

,

取 N = M
. ,

则当
n > N 时

,

恒有

b
一念

n 2

7

6 ( 1 + P )
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o
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b
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引理 4 :

设 f ( z ) 。 S
。

如果对于某个
n 妻 7 ,

有扛
.

和 p
二 ,

使

A 3 , 。

) `。
·
+ 3 一 b 3 : , b一>

奋
`一

` , A
3 , 8 ,

飞
;J

,
`

(林
。

+ 3 一 b一
2
)

,

乡 P
.

A
: , 。 ,

异; 讨该 n ,

有
n 一 3 Z n 一 1

b一
。 b

。艺 一

艺
k b

、 2 一

艺
, 。 , 、 . ,

1
,

、 乙 “ 一 K ’ “ ` “ 一
厄

一

气“ 一 “ ’ 又。
“

一 , + D一
` , )

k 二 1 k = n + 3

一

合
` n 一 ` ,。

。

b一+ p
.

b
, 4

、 。
。

证
:

由于 A : , 。 = b气
一 : + 2 b

2一 ; + 3b产+ 2 b
2 . 十 : + b

艺 . + : 一 b l s b
, 2 ,

故知

b
: , 一 : + 2 b 2一 : + 2 b

2 。 十 , 书 b气
十 2 = A 3 ,

一 3 b
2 。

+ b
3 2
b

. 2
) 卜:

.

b
. 2 。

据引理 2 ,

Z n 一 l

b
: ` 一

乏
k b

、 : 一

乏 ( Z n 一 k ) b
、 艺 +

( O

k k 二 n + l

A 艺: , ,

A s , 3

少
盛

即

n 一 3 Z n 一 1

b
二` 一 n b

. 2 一 艺
k b

Z、 一

万
`2一 k , b

、

一合
(一 3 , ` b

一
b
’

一 , + Q
·

( 。
,

k = I k = n + 3

其 甲

Q 音
( n 一 ` , ` b’一

+ 2” ’

一 十
2 b

2。 、 x + b
Z, 十 : ) + A

名s , :

A 3 , 3

曰 于 Q
。

对 ( b
Z一 : + 2 b

2 , 一 , + Z b
Z a 、 : + b

2 . + : )日j导数为

1
,

一 悦甲 、 n 一 1 夕 ,

2 瓮
一

奋 - 1
,

— 又n 一 1少 +
2

2

A s , :
(林

。 + 3 一 b s Z
) b

。 2

> 0

故用 Q
.

为 ( b
Z一 : + Z b气

一 : + 2 b
2 一、 : + b么

, + : ) 的增函数
。

因而
,

Q
.

) 一

) 一

`一 ` , 协
·

b一干

众
`件一卜 3 一 b

2 3
,
’
b

· `

( n 一 1 )` l
二

b
. 2 + p

:

b
, ` 。

1一21一2

尸
_

而有
n 一 3

b

一
b一艺

k b
! : -

( Z n ` k ) b
、 2

b
乞 . * :

)

k 二 1

1
, 。 、 , . ,

一 气n 一 j ) 、 O -

一 : 十
2

.

.

户

至
, . 、

. _

, , 。 `
_ _

一 二丁气n 一 1 夕卜乙
. D . “

+ P
一 0一 畏二 U

乙

`

引理 5 沙若 f (z ) 〔 S
,

则对任意的 t > 仓
,

恒有
.

`

A 3 , .

) ( g 一 b s 忿 ) b
.盈 + t b

.乞。 T (
n , t )

n Z ,

其中 T ( n , t ) > 0 ,

且
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n

:
:
( ·

,
t )
一

t
Z

(万
k b

`
( Z n 一 “ ’ b k么

)
k = I k 二 n 十 1

11

+ ,

(
, 6

叉
b
` : 一 4 b! ! + 4 b!一 )

k 二

n

· 4。

乏
b一

。 b
! 2 + 1 Zb:

! + 2 b
3: 一 Z b气一

2” b一
Z b:

二

一

k =

十

入 1 = 3
。

3 9 4

证
:

首先
,

` 2” +

势
`* 1 2 + * 2 2

, +

纂
(* 1+ * : ,

: ,

入: 二 2
.

9 4 5
。

A : ,

一 ( 9 一 b
3 2
) b

二 2 + t b
。 乞 + b

么二 一 : + Z b
么一 1一 ( 6 + t ) b

。么 + Zb
艺: 、 x + b

2 . 、 :

) ( 9 一 b s “ ) b
一 , + t b

. “ 一
}b

Z二 一 2 + 2 b 2一 : 一 ( 6 + t ) b
. 2 + Z b

, . 十 : + b气
十 :

}
。

其次
,

在引理 2中
,

令 x : “ x : 二
·

一
x 二 一 3 = o , x , 一 2 = x

. 十么 = 1 , x 一 : = x
。 十 : = 2 , 工 .

二 一 忆 十 )t
,

则得

( b气
一 : + Z b

么。 一 r 一 ( 6 + t ) b
之。

+ 2 b 2。 * l + b
名. + : ) t

n Z n 一 1

、 t 么

(艺
k ` , : ·

艺
( 2一 k , b:

、

)
k 二 k

= n + 1

n

· `

(
1 6

乏
b

k巴 一 4 b l: + 4 b气
千 :

)
k =

n

+ 4。

艺
b

k· + 6 b l: + 1 2 b
: 2 + 2 b

3 2一 Zb:

一
Z o b一+ Z b:

. 十 , + R ( ·
, , 〕,

k = 1

其中

R ( n ,
t ) 二 b

2 2 。 一 3 + 6 b、 一 : + ( 3 一 Z t ) b、
n 一 : 一 ( 2 0 + s t ) b Z t -

+ ( 3 一 Z t ) b、
一 十 : + 6 b、

. , : + b、
一十 3

二 ( b、 一 : 一 b
: : , 一 : ) + 6 ( b

“ :
一 : 一 b气一

:
) + 1 0 ( b , , , 一 : 一 b气

.

)
一

卜 1 0 ( b、
. * , 一 b、

.

)

+ 6 ( b、
. 、 : 一 b

忿: , 十 : ) + ( b、
. 十 : 一 b、

. , : ) 一 Z t b、 一 : 一 Z t b l : : 、 : 一 s t b
岛: : 。

当 t > 0 时
,

尺 ( n , t ) ( 2入: ( 2入z + Z b么
二 一 :

) + 6入: (入
: + 2 b 2 。 一 i ) + 1 0入: (入

, + Z b
: .

) + 1 0入l (入x + Zb
: ,

+ 6入:
(入

: + Z b
: 。 十 :

) + 2入: ( 2入: + Zb
: . , : ) 一 Z t b气一

: 一 Z t b气
二 十 : 一 s t b气

.

= 2 0 (入l 么+ 入
2么 ) + 1 6入

Z

b
: 一 1 + 1 6久i b

: . + ; + 2 0 (入l + 入
2
) b

: t
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一 Z t b
么 2。 一 l 一 Z t b Z : 。 , ; 一 s t b乞

: .

、

(
2。 ·

警) (
入1 : · 入

2 2

)
·

魏(
` ! · ` 2

)
故得引理结论

。

特别地
,

若有 1
。

> O ,

使对所有 k
,

恒有

b
、
( 1

.

k
,

则对任意的 n ) 7 和 t > O ,

恒有

T
:
(。

,

t ) 。 `
成 李一

。 :
t
: 。 7 n ` 一 。 :

)

6

+ ` ,一 ,

(普
· (一 1 , ( 2二 ` , + (二 ` ,: 一 1

)
· 4 ,一

(号
· (二 1 ) ( 2二 1卜 5

一
2二 1 8

)
·

(
2。 ·

罕)
`、 ! 2 · ` 2:

, ·

赘
“ ! · ` 2”

三 T
o Z

( n
, t ,

l
。

) n 4 ,

其中 T
。

( n , t ,
l

。

) > 0
。

从而又有

T ( n , t ) 成 T
。

( n , t ,
l
。

)
。

引理 6 :

设 。 < t ( 4 , o < 1
0

( 1
.

0 6 5 7
,

则以上所定义的 T
.

( n , t ,
l
。

)为 1
.

的增函数
,

又为 n 的减函数
。

证 : 由于在 T
。 2

( n ,
t

,

l
。

) n 4

的表达式中
,

1
. 2

的系数为正数
,

故知 T
。

( n , t ,
1
.

)为 I
。

的增

函数
。

又由于

T
. 之
( n ,

t
,
l
。

)

;
_

卜

二 1 1 1
步黔甲一

,
.

气
, 一百

n n 一 n 甲

一

晋
,
。 2

,
2 ·

(誓
,
。 Z

t +

瞥
`

。 2

)子
+

(
一

青
,
。 2

, 2 · ` 2 ,
。 : t

)泰
+

(譬
,一t +

警
,
。

:
)赤

+

(
7 2 ,

。 2 +

(
2。 +

毕)
`、 ! 2 + 、 2 2

) +

豁
( 、 ! · 、 2

)
2

)赤
,

奈
口: 系数均为正数

,

故知 T
。

` n , , ,

,
。

,为 。 的减函 数
。

引理 7 :

设 f ( z )。 S
,

且有 1
。

( o < I
。

毛 1
.

0 6 5 7 )
,

使对所有 k
,

恒有 b
*

( 1
.

k
。

( i ) 如果有 t ( O < t簇 4 )
,

使

9 一 b
3 2 + t 一 T

。

( 7
, t ,

I
。

) > 0 ,

( 9 一 b
3 2 + t 一 T

。

( 7
,
t

,

I
。

、 ) 2
) P A

3 , 3
) o ,

则对所有
n
) 7 ,

恒有
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, 一 b
。 名 , 7

叽火 ” 玖
户

不不
~

头丁『不丁
。

( 11) 如果对某个
n 》 7 ,

有 t ( 0 < t蕊 4 )

9 一 b 3 2 + t 一 T
.

( n , t ,
1
.

) > 0 ,

使

( 9 一 b s 么+ t 一 T
。

( n
,
t

,
1

.

) ) 2
) P A 3 , s

> o

令

l
。

1 1 + 了 1 2 1 + 1 4 4 1
0 2 ( 1 + p )

2 = 一

_
2 4 ( 1 + P )

则对所有 k )
n ,

恒有

b
`
< k 或

卜 2
~

生匕
`

蕊 1
` z 。

k 忍

证
:

( i ) 若 I
. t 夏

7

6 ( 1 + P )
或 1

.

< 1 ,

则结论显然成立
。

故以下设 1
。 ,

>
7

6 ( 1 + P )
且 l

》 1
。

首先设
7

6 ( 1 + P )
) 1

。

由于当 n 》 7 而 b
。

) n 时
,

n

艺
k b

七 2 +

k = 1

Z n 一 1

.b
4 ( 万

k 二 n + 1

A Z 。 。 。

t Z n 一 K ) D “ 一
声

二 一竺 竺

二
A 3 , 3

“
· ’

(普一告
一

)
一

会
A

: , .

) ( 9 一 b
s Z
) b

. 忿+ t b
. 1 一 T (

n , t ) n 艺

》 ( 9 一 b o Z + t 一 T ( n
, t ) ) b

.忍

) ( 9 一 b s Z + t 一 T
。

( n , t ,
1

.

) ) b
o Z

) ( 9 一 b
3: + t 一 T

。

( 7
,
t

,
l
。

) ) b
. 1 ,

从而
,

会
) 。 b

。 ` ,

“ ` p , b
·

“ `
· ’

(晋一含
一

)
,

故知
,

当 n ) 7 而 b
.

) n时
,

b
. `

n 4

7 l
<

- -

二生一
-

二 1
,

6 ( 1 + P )

其中 1
: > O

。

容易验证
,

b
。

< 1z n 。

重复以上步骤
,

又得
,

1
。 2 > 1

1 2>
7

6 ( 1 + P )
) 1

。

故又知
,

对所有 n ) 7 ,

恒有

当 n ) 7 而 b
。

李 n 时
,



在第三项系数限制下的 i B
e
eb

rb ac h猜想

b
.` , 7 1

, 2

一一- 二二 - ` 、

—
n ,

6 ( 1 + P )
一 1

: 4 -

其中 1
2

> 0
。

容易验证
,

lla > 1产>

b
。

< 1
2 n o

7

6 ( 1 + P )
) 1

。

故又知
,

对所有
n ) 7

,

恒有

依此类推
,

得递减正数列 { 1
:

: r = 0 一 1 , 2 一 }
,

其中

7 1产
6 ( 1 + P )

且对任意的
r ,

l i m

r es 卜 CX )
l
: 么

~ 14 r 十 x ,

当 n
) 7 时

,

恒有 b
。

< 1山
。

注意到

7
一 6 ( l + p )

,

因而
,

对所有
n
) 7 ,

恒有

b
一忿 一 7

一
弓之 ,

一
n 名 一

6 ( 1 + P )

其次
,

当
7

6 ( 1 + P )
< 1 时

,

设 l
。

是 { 1
:

} 中第一个小于 1 的项
,

则当 n ) 7而 .b )

n 时
,

可得 b
.

< l
。 n 。

从而又知
,

对所有
n ) 7 ,

恒有

b
二

< n 。

( 11) 若 l产毛 l
。 名或 l

。

( 1
,

则结论显然成立
。

故以下设 l
。 : > l

。 “且 1
.

) 1
。

首先设 l
。 “

) 1
。

当 k 》 n而 b
、
李 k时

,

A
s , 、

) ( 9 一 b “ · + t 一 T
.

(
n , t ,

1
.

) ) b
、 名,

A 、
, 、

A
: , 3

) P b
、 `

` ’ 十 p , b
、 `成 `

· `

(晋
` 毛 一

含
k
:

)
,

从而
,

b
、 ` , 7 1

. 么
_

, `

一二 -二~ 、 、

—
一

i 一
胶

,

6 ( 1 + P )

其中 1: > 。
。

容易验证
,

o1z > llz > l
。 “》 i

。

故又知
,

对所有 k 》 n ,

恒有

b
、
< 1I k

。

重复以上步骤
,

又得
,

当k 》 n 而 b
、
) k时

,

, , . _ 、 L ,

, , ,

/ 7
, `

1
, 。

、
`

1
, , .

、 工 , p ’ 。 ` 一

诀 “ 一

戈百
K一 百 K

一

夕
十万 气’

。

一 ”
一
少 n “

L n 一 1 ’ “

<

(器
, 1: +

备
`

。 :

)
k

4 ,

从而
,

b
` . ,

~

下舟了
《 汉

匕
.

1 1 1一艺+ 3 1
. 名

1 2 ( 1 + P )
二 1

, `

其中1
2

> o
。

容易验证
,

l产> 卜
艺> 1

。 么 ) 1
。

故又知
,

对所有 k ) n ,

恒有
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b
`

( l
:

k
。

依此类推
,

得递减正数列 { l
r

: 其中

生少匕丛兰艺一
`

1 2 ( 1 + P )

r = 0
,

1
,

2 ,

. 去 ! ,

且对任意的 r ,

当k )
n 时

,

恒有 b
k

< l
r

k
。

注意到

1i m
, .

r ee 铆, C汇)

因而
,

对所有 k妻 n ,

恒有

b
` 2 一

,

—
之之 l _

k
2

其次
,

当 J
。 念 < 1 时

,

设 1
5

是 { I
:

} 中第一个小于 i 的项
,

则当 k )
。 而 b

`

夕 k 刀于
,

b
,

必

小于 L k
。

从而又知
,

对所有 k )
n ,

恒有

b
、
< k

。

三
、

定 理

定理 1 :

设 f (
z ) 。 S

,

b
s

( 2
.

6

时
,

存在着绝对常数 N
,

b
.

< n 。

则当

使当 n
> N时

,

恒有

证
: 首先指出

,

若令

p
’

一 `一 b
Z ,

b
3 ,

一 b
·

, =
p一 (

1+ ( n 一 l ) a

1 一住

、 2

b
· ’ 一 a “ 一 a ’ ” 2 `

p
·

)
其中 P:

+ : ( a
,

b
: ,

b , ,

…
,

b
。

) ) o , o < a
( 1 ,

n 一 1

。
。
一

V 全止上业上
叫

b气
二 ,

二 B二 十兰卫丝上些少 b
一
, ·

` ` J n 一 1 一 a
一 ’ ` ’ 一

1 一 a

i 二 0

员IJP
. + :

( a
,
b

: ,
b 3 ,

…
,

b
.

)恒为 b 3 ,

…
,

b
。

的增函数
,

这是因为
,

当 3 毛 i + l 成 n 一 1时
,

d

d ( b气
十 1 )

P
。 + 一

(
a ,

b
。 ,

b
3 ,

…
,
b

= 2〔 l 一 a 么 ( l 一 a ) 2 b
2弓〕 ( n 一 i + i a )

n 一 1 一 a

+ Z a ( 1 一 a ) b
: 2

( n 一 i + i a )
“

n 一 1 一 a

l + ( n 一 l ) a

1 一 Q
b

。艺> 0 ,

d

d ( b
。 2

)
P

二 十 ,
( a

,

b
, ,

b
3 ,

…
,

b

= 2 〔1 一 a Z ( 1 一 a )
2
b

2 4〕
( 1 + ( n 一 1 ) a )

2

l 一 a
日

。 .



在第三项系数限制下的 Bi
e b e r b a c h猜想

一+ Z a ( 1一 a ) b
l + ( n 一 1 ) a

故山引理 1 知
,

当 b
3

( B
3

,

b
;
蕊 B

` ,

日
。 .

> 0
。

b
。

成 B
.

什J

b
一 `
斋

p一 ` a ,

b
Z ,

B
3 ,

一 B
·

已知

b。 ( 2
.

6生 B s 。

山于 b
Z艺

成 b
3 十 1

,

又由于 H a m i l ot
n 已证得

:

当 b
:

< 1
.

8正廿
,

存在着绝对常数 N
,

使当 n
>

N 时
,

恒有 b
。

< n ,

故以 下设

3
.

2 4夏 b
2 2

毛 3
.

6
。

令 a ` = 0
.

3 7 4 5 9 ,

经验证
,

P
`
( a

` ,

b
: ,

B 。 )
,

为 b
Z

的减函数
,

即当 b
: = b

Z ` 二 1
.

5时达至(l

最大值
,

故知
. _ ,

一 I n
, , . 。 、 ,

。 . 八
J

, 。

_ n
,

D ` 一

尧百刃
.

厂 ` 、 “ ` ’ ” ,
一

’ 。 , ’ 一 土“ · ` ” 4 “ 乙
一 D `

一

又令
a 。 = 0

.

3 4 9 60
,

注意到

A s , 3

落 C ( b
Z

) + 3 b
s , 一 b

3 4 ,

其中

e ( b
,

) 二 1 + Z b
,

卜里
9 仅

经验证
,

C ( b
,
)为 b

: 1 。减函数
,

C ( b
Z
) 簇 1 二 Z b

: . 2 十

: P
4 ` a ` ,

” 忿 , ” 3 , +

磕
p

s ` a s ,

b
Z ,

B
3 ,

B
·
,
·

即当 b
Z =

b
Z’ = l

。

8时达到最大值
,

故知

蠢
p

4`一 b
Z ’ ,

B : , ·

众
p

s`一 b
Z’ ,

B
3 , ” `

,

= 5 5
.

4 13 0 2三 C
。

因而又有

A
3 , 3

蕊 C
·

卜 3 b
3 2 一 b

3今

` h ( b : )
。

又注意到

d

d ( b
: 2

)

( 9 一 b
: 2 )么 9 一 b

, 2

一爪瓦3
-

-

一石飞万瓦下-
、 上“ ” 3

一
` 、

’

- 27 ) < 0

故知

( 9 一 b
s z

)么

A s , 3

、 三红星吐h ( b
3
)

(9 一 B
, 2
)
乞 _

h ( B
s
)

1 6 7 2 7 > 工

从而
,

由引理 3 (其 {! J
一

m = 3 ) 知
,

当 b : ( 2
.

6时
,

恒有

6
-

存在着绝对常数 N
,

使当 n > N 时
,

b
, !

n 艺

证毕
。
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定理 2 : 设 f ( z )〔 S
,

贝{J当

b
3

( 2
.

4 8

时
,

对所有
n ) 7 ,

恒有

b
.

< n 。

证
:

由于胡克
〔“ ’ 已证得

:

当 b
3

< 2
.

4时
,

对所有 n
) 7 ,

恒有 bn <
n ,

故以下设

2
.

4镇 b a《 2
.

4 8` B
s 。

由于 b产镇 b
3 + 1 ,

又由于我们已证得
:

当 b: 镇 1
.

7时
,

对所有 n ) 7 ,

恒有 b
。

< n ,

故以下

设
2

.

8 9簇 b
: 含镇 3

.

6 8二 B
: 么。

令 a ’ = 0
.

3 6 3 8 4 ,

经验证
,

P
`
( a . ,

b : ,

B
3
) 当b : = b

: . = 1
.

7 1 0 8 5时达到最大值
,

故知

b
` :

廷 - 卫一 P
`
( 。

· ,

b
, · ,

B
3
) = 1 2

.

3 5 2 9 5二 B
` “ 。

g a .

又令
a ` = 0

.

3 7 1 6 5 , a 。 二 0
.

3 4 0 2 4 ,

经验证
,

C ` b: , = ` + Zb:
’ +

命
p“ 一 b:

,

B
3
, +

众
p
。`一 b:

,

B
3 ,

B
·
,

当 b: 二 b:
. = 1

.

7 6 3 4 3时达到最大值
,

故知

C ` b : ,〔 ` + 2 b 2” +

合
p“ 一 b:

’ ,
B 3 , +

蠢
p
巧` a 。 ,

b
: ’ ,

B
3 ,

B
`
,

= 5 2
.

4 0 5 4 6三 C
。

因而又有

A
, , s提 C + 3 b

s Z 一 b
: 4

三h ( b
, )蕊 3 6

.

5 0 7 8 6
。

以 下分三步证明 :

( 1 ) 已知有 l
。

( 0 < l
。

毛 1
.

0 6 5 7 )
,

使对所有 k
,

恒有 b
,

( l
。

k
。

此时

< t簇 4 ) 和 n ( n ) 7 )
,

T ( n , t )簇 T
.

( n , t ,

1
.

)
。

据引理 6 知
,

T
。

( n , t ,
l
。

)为 l拍勺增函数
,

又为
n的减函数

。

令 l = 1
.

0 6 5 7 ,

参 n时
,

A
3 , 。

) ( 9 一 b
3么 + t 一 T ( n

, t ) ) b
。么

》 ( 9 一 b
3 2 + t 一 T

。

(五
, t ,

l
。

) ) b气
。

) ( 9 一 b : 么+ t 一 T
。

( 7
, t ,

1) ) b
。 2 。

若取 t 二 t
. = 2

.

0 9 6 1 4 ,

则

T
。

( 7
,
t

. ,

1) = 3
.

3 0 12 5 ,

从而
,

当 2
.

4 ( b
3

( 2
.

4 8 = B
3

时
,

A 3 , 。

》 ( 9 一 b
3 2 + t一

’

r
。

( 7
, t

. ,

l ) ) b
o Z

) ( 7
.

7 9 1 8 9 一 B
3 2
) n Z

妻 1
.

6 4 1 4 9 n 艺

对任意的 t ( o

则 当 n ) 7 而 b
.

> 工 ( n 一 z ) A
3 , 3 。

4

由比可知
,

当 n 妻 7而 b
。

) n 时
,

适当选取 t 〔 0 < t 粗 4 ) ,

急可 使甘满足 引理 4 和引理 7



在第三项系数限制下的 Bi e
b

o rba ch 猜想 13

的条件
。

例如
,

选取 t ( o < t ( 4 )
,

使 t 一 oT ( n
, t ,

L )达到最大值即可
。

最大值的存在是

显然的
,

因为
,

当 。 < t成 4 时
,

t 一 T
.

(n
,
t

,

o)I 为 t的连续函数
,

且

t

史
。 (卜 T

。

(·
,
t

,

,
。

)卜 一
。

( 2 ) 以下恒设

1 ( 1
.

( 1
。

0 6 5 7
。

此时
,

对所有 n 〕 7 和 t > 0 ,

T
。 ·

(一 , ,

,
·

,一 > `
。 2 , :

(晋一告
一

)
> t Z

一

『

1
’ o

( n ,
t

, l
。

) > t
。

设对某个
n
) 7 ,

已选取 t = t
。

( o ( t
。

( 4 ,
,

使 9 一 B
s Z + t一 T

.

( n ,
t

-

( b
3

( 2
.

4 8 = B
3日J

,

恒有 9 一 b 3 2 + t
二
一 T

。

( n ,
t
。 ,

1
.

) ) 0
。

令

r 。 2 = 9 + t
。
一 T

.

( n
,
t
。 ,

I
·

)
,

则 r : 忿< 9 ,

且

。

) > 0 ,

则当 2
.

4

O
叹ōA

仁U一、.尹
一一
`

b压一
.

h
r一

妻
2、广电、了

口
n

杏L

n
了.飞、

OT一
占1̀

十
么

3

`

b
一Qó

月

容易判定
,

( r 。 么 一 b
, 2
) 2

h ( b
3
)

也为 b
3的减函数

,

( 9 一 b
3忿 )

么

r
二

9 一 r
。
2

、
=

一
一~ 二 - , 二二 - 代 , - -一一 . 1 一 - - -- 二- -不 ,

h ( 匕 3
) 、 9 一 0 3` /

因而
,

`9 一 b
3 “ + ,一 T

。

`一 `
。 ,

,
·

, ,
:
) 左

摄黔
A

3 , 3 。

若已选取 t = t
,
( o < t

7

攫 4 )
,

使 r 2 7 一 B
2 3

) 0
,

令

( r , 忍 一 B
3 2

) 2 _

h ( B
3
)

则根据引理 7 之 ( i )
,

b
.

<
n 或

对所有 n ) 7 ,

恒育

卜 : 甲

一二生- 毯

_
_

~ 名 一 户 l 门 .

一 、 甲

1 1 。 、 l 个 P 产

今用此法
,

从 l
。 二 1

.

O c 5 7开始进行迭代
:

1
.

1 3 5 7 2 2
.

0 9 6 1 4

1
.

0 7 8 6 7 2
.

3 7 8 4 9

1
.

0 7 0 1 4 2
.

4 3 0 2 8

1
.

0 6 8 7 4 2
.

4 3 9 0 8

1
。

0 6 8 5 1 2
。

4 4 0 5 4

由此得
:

当 n ) 7 时
,

恒有

0
。

0 8 15 8

0
。

0 9 0 2 1

0
。

0 9 1 6 3

0
。

0 9 1 8 7

0
。

0 9 19 1

7

6 ( 1 + P )

1
.

0 7 8 6 6 9 9

1
。

0 7 0 1 3 3 4

l
。

0 6 8 7 3 8 3

l
。

0 6 8 5 0 6 0

1
。

0 6 8 4 6 7 7

b
o Z

n 2 < 1
.

0 6 8 4 7
。



4 1

又若对某个
n 》 7,
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已选取 t
二

( 0 < t
.

镇 4 )
,

使 r户一 B
3 孟
> 0 ,

令

( r 。 2 一 B
, 2
)
2

一
~

石一万万布戈

—
= p ,

n 灭D 3 )

则根据引理 7 之 i( i )
,

对所有 k 》 n,

,
.

~ b
` 2 _ , ,

o k气、 K 只犯 一 ; 一; 一 飞 1“ . 二

K `

1 1 +

恒有

了 1 2 1 + 1 4 4 1
。 2 ( 1 + p )

2 4 ( 1 + P )

今对 l
· 2 = 2

.

0 6 8 4 7 , n = 3 1 ,

选取 t
3 1 = 1

.

1 3 8 4 5 ,

则得

P = 0
.

1 8 4 8 3 6 ,
12

。 = 0
.

9 9 9 2 7 6
。

由此又知
,

当 k 》 3 1时
,

恒有

b
、
( k

。

( 3 ) 假设定理结论不真
,

则必有满足 7 《 n
( 3 0的 n ,

使 b
。

妻 n ,

且当k >
n 时

,

恒

有 b
、

( k
。

注意到
,

当

b
、

<
l
。

k k镇 n ,

k
,

k >
n

时
,

对任意的 t > o ,

有

T
!
(一 t )一 < ` 2

(晋一合一奋
( ,一

1 )一 (二
1 )

2

)
· t

(鲁
,一 (二 1 ) ( 2二 1卜 4 ,

。 2 · 4 (二 1 )
2

)
+

誓
,
。 ’ · `一 ` , ` 2· + ` , + 7 2 ,

。 : 一 2 ,
。 ’ `一 , ,

’ 一 2” ,
· ’ · ’

+ 2 `· + ` ,
2 + ` 2 0 +

毕
, “ ` 1 + ` 2 2 , +

奖
`入 1 + ` 全

,
`

三 T
1 2
( n ,

t
,

1
。

) n 4 ,

其中 T
,
( n

, t
,

l
。

) ) o
。

显然
,

此时也有

T ( n ,
t ) < 1

’
l
( n ,

t
,

l
。

)
。

令 l
。 : = 1

.

0 6 8 4 7 ,

设况
一

: 〕 ( 了赓 n 镇 3 0 ) 已选取 t
。

> 0 ,

使当 2
.

4续 b 3簇 2
.

4 8二 B
3

时
,

恒

有

r · 2 一 b
3“ 二 9 一 b

3“ 月
一

`一 T
l `一 ,一 ,

。

, >

岁
h ` b 3

,
,

再令
6 + t

。
一 T

l
( n

, : 。 ,

1
。

) = 件
。 ,

( r 。 2 一 B
3 2

)
“

h ( B
:
)

贝rJ当 b
。

) n 时
,

A
, , n

) ( r 。 2 一 于
。 2

) b
Z 。 = ( 卜:

。 + 3 一 b
。 2
) b

。 2

1
, , 、

b
_
2

夕一 吸xl 一 { ) n 戈D 3 )
一一二子

4 n `

~ 1
,

` 多 — 又n 一 1 少了人 艺 , 3

4



在第三项系数限制下的 i B
e be r ba c h猜想

t , 、 ,

~ ( r 一么 一 B
: 名)气

, L 、

~
_ `

、 r . -
一 U s 一声一 = 气林

.
十 J 一 U 3一少一 卢 一一二「下万犷戈产一

~

11 、 U 3 夕` P
二

八
3 一 5 0

n 、 互) 已夕

故由引理 4 知
,

当 .b ) 11 时
,

n 一 3 Z n 一 1

气砚,
. , ,

、 丈,
, 。 , 、 .

_ ,

1
,

“

一
n 。

一 ` 二
` ” `

一 名二
、乙 n 一 压 ’ ” k

一 万又 n 一 。 ’ 、 ”

一
` 宁 ” 一 ` , 夕

k = n +
3

1
, ` 、 二 、 ,

. _ t ` 一 八

一 百 ` n 一 1 , 卜
· “ 一 十 p

· ” : 一

飞 ” “

由此式又知

( 1 + P
.

)

一

了生
-

、 4

.b’ 一 了
月 J

、

生 十竺」 ;
_

、
.

互
竺

生一

了鱼
-卫旦 + 旦 一

或、
Z n 各

’ “

, n吕 、 3 3 n 名 n 吕 n . I

兰 +

备
一

杀
·

录)
` ,

· ’ · ” <。
,

其中

d = 1
. 2
( 1

8 + 2 5 + 33 + 4 3 ) 一 i 一 ZB : z 一 3 B
s Z 一 4 B

一念 = 3 0
.

9 0 4
。

、
、 。 一 丫 b产

山二 _
、

志一 , 小 一
儿 , ~ 二 _

-b
: , , 。

硬足大了
.

石可目“ 一纵小 守八
’

县麟形 只“ ’ 一

挤
一

-< ` 云
。

当 b
:

) n 时
,

必有 L : > 1 ,

从而又必有

G `· ’二 p一 (
生 一兰 +

4 n 忿

7

n s

·

暴)
( ’

· ’ + ` ’

十生 一生 +

3 n 斋
一

孚
·

李
一

粉咕
”

。

简言 之
,

假设定理结论不真
,

则必有满足 7 ` n 提 3 0的 n ,

使 G (n ) < 0
。

我们对满足 7成 n 镇 30 的所有
n ,

分别适当地选取 t
.

> o ,

求出相应的件
. ,

aP 和 G ( n)
:

n t
。

卜
。

P
.

G ( n )

7 2
。

8 5 13 1 4
。

9 4 9 3 2 0
.

0 9 7 9 8 0
。

0 2 2 6 2 6

8 2
.

6 1 9 0 3 5
.

0 6 9 2 7 0
.

1 1 1 4 8 0
。

0 1 0 8 4 8

9 2
。

4 4 5 9 6 5
。

15 8 8 5 0
.

1 2 2 1 3 0
。

0 0 4 9 4 9

1 0 2
.

3 1 0 2 3 5
。

2 2 8 6 5 0
。

1 3 0 7 7 0
。

0 0 2 0 6 5

1 1 2
.

1 9 9 5 3 5
。

2 8 4 8 0 0
。

1 3 7 9 3 0
。

0 0 0 8 2 5

1 2 2
。

10 6 4 8 5
。

3 3 1 1 4 0
。

1 4 3 9 8 0
。

0 0 0 5 2 0

1 3 2
。

0 2 6 4 5 5
。

3 7 0 1 6 0
,

1 4 9 1 8 0
。

0 0 0 7 6 2

1 4 1
。

9 5 6 3 6 5
.

4 0 3 5 6 0
。

1 5 3 7 0 0
。

0 0 1 3 2 7

1 5 1
.

8 9 4 1 1 5
。

4 3 2 5 5 0
。

1 57 6 8 0
.

0 0 2 0 8 2

1 6 1
。

8 3 8 1 9 5
。

4 5 8 0 0 0
。

1 6 1 2 2 0
。

0 0 2 9 4 6

1 7 1
。

7 8 7 4 9 5
。

4 8 0 5 5 0
。

1 6 43 9 0
。

0 0 3 8 6 7

1 8 1
。

7 4 1 1 6 5
。

5 0 0 7 1 0
。

1 6 7 2 4 0
。

0 0 4 8 1 2

1 9 1
.

6 9 8 5 7 5
.

5 1 8 8 7 0
.

1 6 9 8 4 0
。

0 0 5 7 6 2
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2 0 1
。

6 592 0 5
。

52 5 3 30
。

2 2 1 1 7

2 1 1
.

2 2 6 6 35
.

5 502 30
.

1 73 48

2 2 1
.

8 8 5 52 5
。

56 60 40
。

8 6 3 1 7

2 3 1
.

5 56 59 5
.

56 7 710
.

1 782 4

2 41
.

52 6 6 15
.

58 8 9 30
.

1 79 9 6

2 5 1
.

9 48 35 7
。

59 92 30
.

18 16 5

2 6 1
.

4 715 1 7
.

9 6 0 0 3 1
.

18 306

2 71
.

49 6 4 45
.

68 1 730
。

18 46 4

2 8 1
.

2 42 56 5
.

62 75 40
.

18 5 78

2 9 1
.

32 8 9 9 5
。

8 6 0 5 3 1
.

8 0 1 72

30 1
.

38 1 75 7
.

6 46 0 30
.

182 8 0

此结果与假设的推论相矛盾
,

从而否定假设
,

确认定理结论
。

证毕
。

0
。

0 0 6 7 0 2

0
。

0 0 7 6 2 5

0
。

0 0 8 5 2 4

0
.

0 0 9 3 9 8

0
。

0 1 0 2 4 4

0
。

0 1 1 0 6 2

0
。

0 1 1 8 5 1

0
。

0 1 2 6 1 3

0
。

0 1 3 3 4 7

0
。

0 1 4 0 5 5

0
.

0 1 4 7 3 8

四
、

附 记

上文定理 2 的证明中提及
,

我们已经证得
:

设 f( z ) 。 S
,

则当 b : 簇 1
.

7 时
,

对 所 有

。 李 7 ,

恒有 b
a

< n 。

证明摘要如下
:

首先
,

若对某个
n ) 7 ,

有入和 .P
,

使

A : , 。

妻 `。
·
+ 2 一 b

: “
, b一>

合
` n 一 ` , A

, , :

(林
.
+ 2 一 b

: 2
)

2》 P
.

A川
,

则讨该 n ,

有

n 一 2

b

一
b一艺

k b
·

k = 1

Z n 一 1

艺
k
一 n + 2

( Z
n 一 k ) b

k么 一 ( n 一 z )卜:
.

b二 + p
一

b亡共 。

其次
,

A : , : ( 1 + Zb
: 么 + B 3艺 一

b
: 今
三 h ( b : )

,

其中B 3
为 b

: 的函数
,

定义为

f乡
: = 2 ( 1少入) e 一 浇 ,

毛B : = Z e 一 芯孟 + 4入( 1 + 入) e
一 汤孟 + l ,

入) 0
。

不
.

护 ( 4 ,

则当 b: 2提 r Z时
,

( r 么一 b
: 名
)
么

h ( b
: )

恒为 b
: 的减函数

。

最后
,

设对所 有 k
,

恒 有 b
、
毛

I
o

k
,

一 入i ( b卜
: 一 b 、 < 入:

,

令 T
。

( n
, t ,

l
。

) ) o ,

且

T
· “ `n , ` ,

`
·

, n` =

告
,
·

” ’ ` 7 n `

一
“ , + 2

, , , 、
.

, 、 , . 、 , 。
.
: 尸 1 0 一

气L 十 1 户n 叹n 十 1 ) 气乙 n 十 1 夕
艺

+ 2 1
一么一 2 1

一艺n 么 + 久:么 + 入: 乞+
(入i + 入:

)
公

2 t



在第三项系数限制下的 B ie be
rb a ch猜想 J了

若有 t ( 0 <t成 ) 2
,

使

4 一 b
: 2 + t 一 T

.

( 7
, t ,

1
。

) > 0
,

( 4 一 b
: : + t 一 T

。

( 7
, t ,

1
.

) ) 2 ) P A
: , :

) 0 ,

则 当 n ) 7 时
,

b :
.b < ” 或

~

石玉一成
7

6 ( 1 + P )

若对某个
n ) 7

,

有 t ( o < t 《 2 )
,

使

4 一 b
: 名+ t 一 T

。

( n
, t ,

l
一

) > 0
,

( 4 一 b
: 1 + t 一 T

。

(
n , t ,

1
.

) )
么) P A

: , : ) 0

则当k ) n时
,

, , .

一 b产 一

O t

久盆 玖
.

二气
~ 目

乓
K .

1 1 + 亿 1 2 r + 1 4 4 .1名 ( i + p )

2 4 ( 1 + P )

据此可得
: 当b

: 《 1
.

7时
,

对所有
n ) 7 ,

恒有 b
,

< n 。

这一结论也改进了胡克 s[ ,的

相应结果 : 当 b
Z < 1

.

68 时
,

对所有
n ) 7

,

恒有 b
。

< n 。
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