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用八结点退化三角形等参数奇异性单元

计算应力强度因子K
,

黄 松 梅 刘 恩 锡

( 西 北农学院西安水利水 电科研所 )

提 要

本文通过对奇异性的讨论及计算实践指出
:

如适 当地划分网格
,

用退化三角形奇异

单元可 以较准确地求得缝顶单元的位移和应力
,

克服 四 边 形奇异单元贾
: 一 r

曲线 在

缝顶单元弯曲下降的缺点
。

推求 了用缝顶单元结点位移计算 K :

的公式
。

用这一方法对

巳有解析解答的典型问题进行了 K ;

值的计算
,

计算结果和解析解答良好的吻合
。

并将

这一方法应用于结构形状比较复杂的结构
,

对于有凹角的裂缝体除缝顶外在凹角处采用

奇异单元可以提高计算 K :

的精度
。

在线弹性断裂力学 中计算应力强度因子是主要任务之一
,

其中平面张开型的应力强

度因子 K :

是常用的
。

对于任意结构型式和裂缝形状的构件
,

用有限单元法确定应力强

度因子是最为有效的方法
。

使用常应变的三角形单元来计算应力强度因子
,

需要划分尺

寸很小的单元
,

求解上千个联立方程式
,

且收敛性很慢
,

常得不到满意的结果
。

一

近几年

来
,

许多研究者相继提出了符合缝顶应力
、

应变分布规律的奇异性单元
,

用有限单元法

计算 K :

取得了良好的结果
。

方法之一是用八结点四边形等参数奇异性单元
,

即将缝顶

单元边界中间结点移至靠近缝顶的边长 1 / 4 处
,

这 时 缝 顶应力
、

应变将得 到 应有的
, 一

告的奇异性
。

当四边形的一条边成为一点时就成为退化三角形奇异性 单 元
。

这一方

法是 1 9 7 3 年 H en
she H 〔” 等提出的

,

在这之后一些文献介绍 了用四边形奇异单元及退

化三角形奇异单元的计算结果
,

并讨论了奇异性单元的奇异性
。

但这些文献对四边形和

退化三角形两种奇异单元没有进行深入的比较
。

本文在讨论四边形和退化三角形奇异性的基础上
,

通过计算实践比较了用四边形和

退化三角形奇异性单元计算 K ;

的结果
。

计算表明如适当地划分网格用退化三角形奇异

性单元
,

能较准确地求得缝顶单元的位移和应力
,

可以克服四边形奇异性 单元 了
:

一
r

曲线在缝顶单元弯曲下降的缺点
。

这样
,

就可以不用 了
:

一
!
曲线外推求 K

:

值
,

而可

以直接用缝顶单元 的结点位移来计算K : 。

我们推求 了用缝顶单元结点位移值 求 K :

的

公式
。

用这一方法计算了紧凑拉伸
、

双边裂缝
、

三点弯曲
、

中心裂缝和单边裂缝等平板

裂缝体的 K :

值
,

计算结果和 已有的解析解答良好的吻合
。

还讨论了网格尺寸对 K :

值

的影响
。

并将这一方法用来计算有裂缝的大头坝的应力强度因子
,

除缝顶布置奇异性单

元外
, 凹角处也布置奇异性单元获得了比较好的计算结果

。
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一
、

平面裂缝体缝顶应力奇异性的特点

、

在弹性力学平面问题中可以用艾雷应力函数 必 来求解
。

对于平面 裂 缝体 19 5 7 年

W ill ia m s 〔’〕 采用下述无穷级数作为应力函数 ( 下面只列出了 相 应 于 I 型裂缝体 的部

分 )
。
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( 1 ) 一 ( 6 ) 式中
, r 、

0 参见图 1
,

C j 是常系数与裂缝体的形状和荷载有关
, G

是剪切应力模量
, K = 3 一 4 拼 ( 平面应变 )

,

或 K 二 ( 3 一 拌 ) / ( l + 拌 ) ( 平面

应力 )
, 拌是波桑比

。

对 。 ; j和 u , v ,

当 r
《

a ( a
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,
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K
:

和 C i

义是

的关系是 K
: = 一 C

:

训厄蕊, ,
K

:

是张开型裂纹体的应力强度因子
,

它们
、

的 定

K
: = 1 i m 侧牙丽又 a , ,

( x ,
0 )

X = +
0

( 1 3 )

、 。 Z G

一勇兄 爪 , 二 一不一兀二丁斌 2 万
‘ ,

.

1

1 i m 卫
es

二还里2
x 二

一

。 训
一 x

( 1 4 )

从
一

( 7 ) 一 ( 9 ) 可以看出缝顶应力在 。为任意值时 均 具有
r 一

贵的奇异性
,

从 而 各

应变分量也具 有
r 一

于的奇异性
。

二
、

退化三角形和四边形奇异单元的奇异性

八节点四边形等参数元法的基本公式可参见有关著作
「“’ ,

当用等参数元法计 算K
: 了

时缝顶单元可划分为矩形奇异单元如图 2 ,

或划分为退化三角形奇异性单元如图 3 ( a )

助
.

( 时
。

-

一 ’
-
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图 2 矩形奇异单元

万 2日
.

1 -z

( a )

C

产庆混
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( b )

图 3 退化三角形奇异单元

对退化三角形奇异单元
,

日u A
o

落反
一 = 侧丁一

刁u B
o

刁y 一 侧丁
~

Ba
r s o u m 〔‘’

证明了通过缝顶的任一射线都得到

+ A r (1 5)

+ B
,

(1 6 )

器
·

丹
- 、 。

:

器
·

兴
一 + 。

,

(1 7 )

(1 8 )

(1 5 )一 (1 8 ) 式中 A
。 、

A 王
、

B
。 、

B , 、

C
。 、

C
, 、

D
。 、

D
,

都是和
r

无关的常 数
。

故

采用退化三角形奇异性单元时
,

应变及应力均具有
r 一于的奇异性

。

对于矩形奇异性单元
,

B a r s。 u m 〔” , 只证明了通过缝顶的二条边界应变具有
r 一于的

奇异性
。

文献 ( 7 〕讨论过矩形奇异单元内部应变的奇异性
,

但只涉及应变表达式 的分
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:

对

母部分
,

似不完整
。

下面我们以正方形奇异性单元的对角线为例推导其应变表达式
,

来

讨论单元内的射线是否具 有
r 一

专的奇异性
。

_

}彗 咭
。 ;

了

卜士可
r

1
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图 4 整体坐标 ( 实际单元 ) 图 5 局部坐标 (标准单元 )

八结点四边形等参数元素由局部座标变换到整体坐标的变换式是 ( 参见图 4
、

5 )

8

X = 刃 N ( 爹
,

( 歹
,

号 ) X

i 二 1

8

Y = 刃 N

(1 9 )

专 ) Y
i 二 1

位移的变换式是

1 二 1

( 若
, 刀 ) u :

( 梦
, 刀 ) v ;

N

8刃

一一U

(2 0 )

N

8另

一一V

i 二 1

N
;

是插值函数
,

其表达式是

N
、
( 疗

, 刀 ) = 〔( i + 普普
;
) ( i + 刀刀 ;

) 一 ( i 一若
’
) ( i + , 刀

.

)

一 ( i 一 刀’
)

·

( 1 + 苦荟
;

) 〕荟
: ’ , ; 2

/ 4
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“
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) , 2

/ 2

+ ( l 一 刀’
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*

) ( i 一 , * ’
) 普

; ’

/ 2 (2 1 )

以 X , = X : = X 。 = 0
, X : = L / 4

, X 3 = X ‘ = X 。 = L
,

X
。 = L / 2

,

Y
: 二 Y

: = Y
。 二 0

,
Y

刁 二
写2 ,

Y
。 二 Y 。 = Y

7 = L
,

Y
。 二 L / 4

,

代入 ( 1 ) 式得

X =
L/ s ( i + 若) (一 刀荟+ 荟+ , + 3 ) (2 2 )



18 西北农学院学报 1 9 8。年第 4 期

、、 _ 、 _

Y = L / 8 ( 1 + , ) ( 一普刀 + 刀 + 荟+ 3 )

在对角线上 X 二 Y
,

普
= 刀得

x = L / 8 ( i + 荟)
’
(3 一荟)

Y = L / s ( i + 若)
,

( 3 一疗)
(2 3 )

r = 记X
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8
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经推导整理得

忍x
0

。
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侧石 了丁 ( 5 一 3扣 了百礴
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r

上式中 A
。

是与
r 无关的常数

,

而 f (扣 是和
r

有关的变数
,

当 r
趋近于零

,

彗趋

近于 一 1 ,
f (荟)铸 。

,

因此 。、 具有奇异性
。

但由于 f (妇 是和
r

有关的变数
,

在 对角

线方向 奇点邻域 的
。、
并 不 与

r 一

专成正比
,

以数字为例说明如下
:

当 荟
= 一

0
.

9 时
,

(2 9)

式第一项是 一
1

。

1 0 5
_

/
宁干 , U l

、
/

T 匕
当荟 = 一 0

.

9 9 时
,

第一项是 一
1

。

2 4 4

一
U i

训 r L
因此就奇异 点

附近
。x

是否 与
r 一

于成正比的意义上来说
,

在对角线方向
。x

虽有 奇 异性
,

但并不是

r 一

于形式的奇异性
。

对
。 ,

也可作类似的推导
,

在除通过缝顶的二条边界外 单 元 内 部

的其他射线也可得到类似的证明
。

三
、

用四边形奇异性单元与退化三角形

奇异性单元计算 K l 的比较

当用有限单元法计算出裂缝体的应力和位移时
,

可根据式 (6) 用位移法或 据式 (2)

用应力法来求 K :

O = 万 ,

如取式

。

通常是用裂缝面的张开位移即 口
= 二 的结点位移 v 来 计 算 K

, 左
公当

( 6 ) 的前四项并利用 ( 1 1) 则得

K ,

厂丁厂
V

: 二 - 二一二丁一 , /

—艺好 I 万

〔( Zk + 2 )
卜

D
, r + Z

a r 3 / 2 + D 3 r Z

(3 0 )

上式中 D
, = D

3 = O

令 、
: =

老务了平
v 则得

面
: = K : + D r (3 1 )

即在
r

较小的范围内
,

可以认为了
:

和
r

有近似的线性关系
。

因此可 绘 出了
:

一 厂

曲线用外推法求得
r = O 时的K :

值就是了
:

值
。

当用 0 “ 。时的 二Y Y

来求 K :

时可得

到类似于式 ( 31 ) 的公式

面
; 二 K : + B r (32 )一

当用矩形奇异性单元按位移法计算 K ,

时
,

通常在缝顶单元贾
I

值明显弯曲下降如

图 “所示
。

即缝顶单元的位移与解析解不相符合
,

这是由于矩形的奇异性单元仅在啄条

边界上有
r 一

专的奇异性
,

不保证缝顶的应力和位移在 。为任意值 时 均 具 有
r 一

十奇异

性
。

这时就要除去相应于缝顶单元的了
,

值
,

用其他结点位移值求得的面
:

值按外 推 法

求 K :

值
。

当采用退化三角形奇异单元时
,

如适当划分网格则 可以 消除贾
, 一 r

曲 线在

攀顶单元处弯曲下降的现象
,

如图 7 所示
。

即这时缝顶单元的位移符合解析解
,

这是脚
于退化三角形奇异单元保证 了 ( 7 )一 ( 9 ) 式在 e 为任意值时均具有

r 一

于 奇异性酵妾

求
。
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Kl 已J叼P 悦已喊小

‘, 蛇
. :’ ‘刁 。亏 权适 纷气门几瓜

一图 6 紧凑拉伸 a/ w = 0
.

5 面
, 一 r

关

系图 用矩形奇异性单元 58 单

元

图 7 紧凑拉伸 a/ w = 0
.

5
·

面
: 一 r

关

系图 用退化三角形奇异性单元

4 6单元

表 1 给出了 a/ w = 0
.

5 的紧凑拉伸试件用两种奇异性单元
,

按位移法和应力法计算

K
,

的结果
。

位移法用的是 口 = ‘ 时缝顶单元结点的位移按 ( 31 )计算
,

应力法用 的是

e = O 缝顶单元的应力按式 ( 32 ) 计算
。

表 l w /
a = 0

.

5 紧凑拉伸试件的 K
:

值

奇异性单元
边界配置法结果

单元数
K , B侧丽 / P

用位移法

计算结果
误差%

用应力法

计算结果
误差 %

退化兰角形 1 0
。

2 0 1 0
,

1 5 0
。

5 9
。

8 9 3
,

0 3

矩 形 1 5 8 1 0
。

2 0 9
。

6 } 5
。

9 } 1 2
。

6 9 } 2 4
。

2

从表 1 看出用退化三角形缝顶单元( 0 二 0 及 0 二 ” )的位移及应力和解析解是基本

吻合的
,

0 = O处的应力误差为 3
.

03 %
。

而用矩形单元时 0 = 0 处的误差高达 2 4
.

2 %
,

这样用退化三角形奇异性单元的主要优点是可以较准确地求得缝顶单元的应力 和 位 移

值
。

正确地求得缝顶应力有助于对断裂力学问题的深入分析
。
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:
2 1

四
、

用退化三角形奇异单元位移值

求 K : 的公式及计算成果

当采用退化三角形奇异单元时可以直接用缝顶单元的位移来计算 K
:

值而不必绘出

面
, 一 r

曲线用外推去求 K
: 。

文献〔7〕取 W ill ia m s
应力函数的二项得到 0 = 兀 时的位移

V 二
K

;

Z G 侧万万
( K + 1 )侧丁 + O ( (3 3 )

同时考虑缝顶单元的位移插值函数得到

2 C

护羊丁侧丁万
~

r 、
门

十 1

( 4 V
。 一 V

。
) / 记石 (3 4 )

上式中 V
。 、

V
。

是图 3 ( a ) 中B 点及 C点的张开位移
。

由前所述当取 W ill ia m s 无穷级数为二项时 D : 二 O
,

因此按 D ,
铸 O 所得到的 (3 3)

式来计算 K
:

是要影响计算精度的
。

我们根据 ( 31 ) 推导了计算 K
;

的公式
。

由 (3 1) 式

并注意到图 3 ( b ) 中B 点及 C点至缝顶的距离分别为

1
r R

二

—
」J

4

r c 二 L

则得 K : = 丈
: B 一 告 (面

, 。 一面
: B _ Z G

3 (K + 1 )
训厄而

~

(sV
B 一 V

。

)/ 亿了 (3 5 )

上式中面
: 。

是 B 点的面
t

值
,

了
, 。

是 c 点的了
;

值
。

表 2 列出了一些有解析解答的

平板
,

用退化三角形奇异单元按 ( 3 5 ) 式计算 K
:

值的结果
。

典型的 网格 图 如 图 8 所

示
。

为了比较还给出了按 ( 3 4 ) 式计算 K
:

的结果
。

同 时 给 出 用缝顶单元的应力按式

( 3 2 ) 计算 K
:

的结果
。

爪爪爪区区门门爪爪厂厂门门
巨巨巨口口日日「「「「日日
巨巨巨口口反反图图巨巨门门

图
8

从表 2 看出采用退化三角形奇异单元按 ( 35 ) 式计 算 K
l

值 得到了良好的精度
。

其最大误差为1
.

92 %
,

其中
a
/ w = 0

.

5

时最大 误 差 为 1
.

04 %
,

而按式 ( 34 ) 计算 K
,

则最大误差为

5
.

6 4 %
。

因此按建议的计算 K ,

的公式(3 5) 提高了计算精度
。

此 外
,

用缝顶单元 ( 0 = O ) 的应力求得的 K
:

值误 差 在 10 %

以内
,

也就是说
,

所求 的应力误差在10 % 以内
。

这一精度也是

比较好的
,

因为一般来说和位移法相比较用应力法求 K
:

的精

度是较差的
。

五
、

网格划分对 K l 值计算结果的影响

为了研究网格划分对 K
,

值计算结 果 的 影 响
,

我 们用

a
/ w = 0

.

5 的紧凑拉伸平板及双边裂缝拉伸平板按不同 网 格

尺寸计算了 K
:

值
,

其结果列在表 3 及表 4 中
。

双边裂缝平板网格图�板取的工4
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表 3 a
/ w 二 0

.

5 的紧凑拉伸平板
,

不 同网格尺寸时的 K
,

值

琪州牛牛凳纠
-

嗽分票⋯
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一牛州一卫竺州

—
一共兰竺州一止牛一

一黑一书卫弹州一一一{止燮一阵一鲤一一
4 2

}
”

·

0 7 5
{ { 1 0

·

1 4
)

”
·

6

4 6

{
。

·

。3 6

} {
1。

·

1 5

{
一

、

。
‘·

5一

表 4 a
/ w 二 0

.

5 双边裂缝拉伸
,

不 同网格尺寸的 K
,

值

单 l /
a

竖向 x 横向

单元层数

( 参见 图 8 )

B o w ie 解

K
r

a 训亦 a

按公式 (3 5 )

计算结果
误 差 %

...

0
。

2 555 5 X 444 1
。

1 5 111 1
。

1 6 000

0
。

1 6 6 6 X 6 1
.

1 6 2 0
。

分6

0
。

1 2 5 7 X S 1
。

1 5 9 0
。

7

二�一八O一0自一O自�内O一一,2一心自一月任一内匕一J队占一

从表 3 及表 4 看出对 a / w 二 0
.

5 平板
,

用 42 单元
, L /

a = 0
.

0 75 已能得到相 当

好的计算精度
,

甚至二十几单元也能得到良好的精度
,

例如 ( 参见图 8 ) 表 4 中当单元

数为 46
,

但在较长的竖向仅划分 5 层较横向 8 层少得较多
,

其误差达2 3
.

7 %
,

精度反不
·

如层数均匀的 26 单元的计算结果
。

六
、

对形状复杂结构的应用

用退化三角形奇异单元计算了有裂纹大头坝 的 K
;

值得到了良好的结果
。

对于 应力

具有奇异性的尖锐凹角亦布置奇异性单元
,

可以提高计算精度
。

例如对图 9 所示结构当

只在缝顶布置退化三角形奇异单元时了
: 一 r

曲线在缝顶单元下降
,

而在凹角 A 处 亦 布

置奇异性单元后
,

所得面
:

一 曲线在缝顶单元无弯曲下降现象
,

由图 10 所示
。

图10 是

52 单元的计算结果
。

此外用 75 单元也得到相近的 K ,

值
,

因此认为对图 9 所示较复杂

结构所计算的K 、
值 有较好的精度

。
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用八结点退化三角形等参数寄异性单先计算应力强度因子 K
:

2宫

姗
图 9 图 1 0 图 9 所示结构的了

: 一 r

曲线

七
、

结 语

采 用退化三角形奇异单元
,

适 当划分网格
,

运用公式 ( 35 ) 计算 K
,

值能得到 良好

的精度
,

并能较准确地求得缝顶附近的应力和位移值
。

对于有凹角的裂纹体
,

在凹角处

亦布置奇异单元可以提高计算精度
。
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